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此幻灯片的教学内容面向非数学专业的理工科本科生.

内容基于下面的教材:

蒋国强、蔡蕃、张兴龙、汤进龙、孟国明、俞皓等编《高等数学》.

部分内容参考自以下参考文献.

[1] 梅加强编著《数学分析》, 高等教育出版社.
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函函函数数数的的的极极极限限限



回回回顾顾顾数数数列列列极极极限限限的的的定定定义义义

前面提到, 数列 {an} 是特殊的函数, 可视为 f : Z+ → R, f (n) = an.

回顾一下数列极限的定义.

定定定义义义

∀ε > 0, ∃N ∈ Z+, s.t., 当 n > N 时, 总有

|an − A| < ε

成立, 则称 {an} 的极限为 A. 记为

lim
n→∞

an = A 或 an → A (n → ∞).
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函函函数数数极极极限限限的的的定定定义义义

现将其中的 an 改写为 f (n),

定定定义义义

∀ε > 0, ∃N ∈ Z+, s.t., 当 n > N 时, 总有

|f (n)− A| < ε

成立, 则称 f (n) 当 n → +∞ 时的极限为 A. 记为

lim
n→∞

f (n) = A 或 f (n) → A (n → ∞).

这里 f (n) 定义在正整数集上, 我们需要考虑一般的定义在 D ⊂ R 上的函数 f (x).
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x趋趋趋向向向正正正无无无穷穷穷时时时函函函数数数f (x)极极极限限限的的的定定定义义义

设 f (x) 是定义在 D = (a,+∞) 上的函数.

定定定义义义

∀ε > 0, ∃M > 0, s.t., 当 x > M 时, 总有

|f (x)− A| < ε

成立, 则称 f (x) 当 x → +∞ 时的极限为 A. 记为

lim
x→+∞

f (x) = A 或 f (x) → A (x → +∞).
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x趋趋趋向向向负负负无无无穷穷穷时时时函函函数数数f (x)极极极限限限的的的定定定义义义

类似的, 设 f (x) 是定义在 D = (−∞, a) 上的函数.

定定定义义义

∀ε > 0, ∃M < 0, s.t., 当 x < M 时, 总有

|f (x)− A| < ε

成立, 则称 f (x) 当 x → −∞ 时的极限为 A. 记为

lim
x→−∞

f (x) = A 或 f (x) → A (x → −∞).
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x趋趋趋向向向无无无穷穷穷时时时函函函数数数f (x)极极极限限限的的的定定定义义义

设 f (x) 是定义在 D = (−∞, a) ∪ (b,+∞), (a < b) 或 D = R = (−∞,+∞) 上的函

数.

定定定义义义

∀ε > 0, ∃M > 0, s.t., 当 |x | > M 时, 总有

|f (x)− A| < ε

成立, 则称 f (x) 当 x → ±∞ 时的极限为 A. 记为

lim
x→±∞

f (x) = A 或 f (x) → A (x → ±∞).

注: 有时为方便也用 ∞ 代表 ±∞. (注意上下文, 之前提到有时将 ∞ 指代 +∞.)
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x趋趋趋向向向x0时时时函函函数数数f (x)极极极限限限的的的定定定义义义

设 f (x) 在 x0 的某个去心邻域 Ů(x0, δ1) 上有定义,

定定定义义义

∀ε > 0, ∃δ > 0(δ < δ1), s.t., 当 x ∈ Ů(x0, δ) (即 0 < |x − x0| < δ)时, 总有

|f (x)− A| < ε

成立, 则称 f (x) 当 x → x0 时的极限为 A. 记为

lim
x→x0

f (x) = A 或 f (x) → A (x → x0).
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x趋趋趋向向向x−0 时时时函函函数数数f (x)极极极限限限的的的定定定义义义

设 f (x) 在 x0 的某个左 δ1-邻域 (x0 − δ1, x0) 内有定义,

定定定义义义

∀ε > 0, ∃δ > 0(δ < δ1), s.t., 当 x ∈ (x0 − δ, x0) (即 −δ < x − x0 < 0)时, 总有

|f (x)− A| < ε

成立, 则称 f (x) 当 x → x−0 时有左左左极极极限限限 A. 记为

lim
x→x−0

f (x) = A 或 f (x) → A (x → x−0 ).

f (x) 在 x0 处的左极限也记为 f (x−0 ) 或 f (x0 − 0).
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x趋趋趋向向向x+0 时时时函函函数数数f (x)极极极限限限的的的定定定义义义

设 f (x) 在 x0 的某个右 δ1-邻域 (x0, x0 + δ1) 内有定义,

定定定义义义

∀ε > 0, ∃δ > 0(δ < δ1), s.t., 当 x ∈ (x0, x0 + δ) (即 0 < x − x0 < δ)时, 总有

|f (x)− A| < ε

成立, 则称 f (x) 当 x → x+0 时有右右右极极极限限限 A. 记为

lim
x→x+0

f (x) = A 或 f (x) → A (x → x+0 ).

f (x) 在 x0 处的右极限也记为 f (x+0 ) 或 f (x0 + 0).
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极极极限限限的的的若若若干干干情情情形形形汇汇汇总总总

Table 1: 自变量趋向于某个点的几种情形

x → x0 x ∈ Ů(x0, δ)

x → x−0 x ∈ (x0 − δ, x0)

x → x+0 x ∈ (x0, x0 + δ)

x → ±∞ x ∈ (−∞,−M) ∪ (M,+∞)

x → −∞ x ∈ (−∞,−M)

x → +∞ x ∈ (M,+∞)

注: (1) 这里 δ > 0, M > 0.
(2) lim

x→−∞
f (x) 可以被认为是 f (x) 在 ∞ 处的左极限; 相应的 lim

x→+∞
f (x) 可以被认为

是 f (x) 在 ∞ 处的右极限.

这些都是单单单侧侧侧极极极限限限.
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极极极限限限存存存在在在当当当且且且仅仅仅当当当左左左右右右极极极限限限都都都存存存在在在且且且相相相等等等

定定定理理理

lim
x→x0

f (x) = A (A ∈ R) 当且仅当 lim
x→x−0

f (x) = A = lim
x→x+0

f (x).

定定定理理理

lim
x→±∞

f (x) = A (A ∈ R) 当且仅当 lim
x→−∞

f (x) = A = lim
x→+∞

f (x).

Proof.

根据定义证明, 略.
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一一一些些些例例例子子子



例例例

设 y = f (x) ≡ C , ∀x ∈ (a, b). 则对任意 x0 ∈ (a, b), lim
x→x0

f (x) = C .

以下, 对于一些常见的（初等）函数, 不再特别指明定义域. 上面的常值函数在某点
的极限就直接写为 lim

x→x0
C = C .

例例例

lim
x→x0

x = x0.

Proof.

∀ε > 0, ∃δ = ε > 0, s.t. 当 x ∈ Ů(x0, δ) (即 0 < |x − x0| < δ)时,

|x − x0| < δ = ε.

这说明 lim
x→x0

x = x0.
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例例例

lim
x→x0

xn = xn0 , 这里 n ∈ Z+.

Proof.

(1) 当 x0 = 0 时, 要证 lim
x→0

xn = 0.

∀ε > 0, ∃δ < n
√
ε, s.t., 当 0 < |x | < δ 时,

|xn − 0| = |x |n < δn < ε.

(2) 设 x0 ̸= 0, 当 0 < δ < |x0| 时, max{|x0 + δ|, |x0 − δ|} < 2|x0|.

对任意正整数 n, 有

an − bn = (a− b)(an−1 + an−2b + an−3b2 + · · ·+ a2bn−3 + abn−2 + bn−1).
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续续续

Proof.

∀ε > 0, ∃0 < δ < |x0|, 当 0 < |x − x0| < δ 时,

|xn − xn0 | = |x − x0| ·
∣∣∣∣n−1∑
i=0

xn−1−ix i0

∣∣∣∣ < δ ·
n−1∑
i=0

|x |n−1−i |x0|i

< δ ·
n−1∑
i=0

|2x0|n−1−i |x0|i = δ · |x0|n−1
n−1∑
i=0

2n−1−i

= δ · |x0|n−1(2n−1 + 2n−2 + · · ·+ 2 + 1)

= δ · |x0|n−1 2n − 1
2 − 1

< δ · 2n|x0|n−1 < ε.

为此, 取 δ <
ε

2n|x0|n−1 . 此外, 只要 ε < (2|x0|)n, 即有
ε

2n|x0|n−1 < |x0|.
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例例例

lim
x→x0

sin x = sin x0.

Proof.

利用三角函数的和差化积公式,

sin x − sin x0 = 2 cos
x + x0

2
sin

x − x0

2
.

∀ε > 0, ∃δ = ε > 0, s.t., 当 0 < |x − x0| < δ 时,

| sin x − sin x0| =
∣∣∣∣2 cos x + x0

2
sin

x − x0

2

∣∣∣∣
⩽ 2

∣∣∣∣sin x − x0

2

∣∣∣∣< 2 · |x − x0|
2

= |x − x0| < δ = ε

这表明 sin x → sin x0 (x → x0).
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这里要用到一个结论.

命命命题题题

对于 0 < |x | < π
2 , 有 | sin x | < |x |.

Proof.

在单位圆中使用面积证明.

17



例例例

lim
x→x0

cos x = cos x0.

Proof.

仿照前例, 利用三角函数的和差化积公式,

cos x − cos x0 = −2 sin
x + x0

2
sin

x − x0

2
.

∀ε > 0, ∃δ = ε > 0, s.t., 当 0 < |x − x0| < δ 时,

| cos x − cos x0| =
∣∣∣∣−2 sin

x + x0

2
sin

x − x0

2

∣∣∣∣
⩽ 2

∣∣∣∣sin x − x0

2

∣∣∣∣< 2 · |x − x0|
2

= |x − x0| < δ = ε

这表明 cos x → cos x0 (x → x0).
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例例例

lim
x→x0

cos x = cos x0.

Proof.

(证法二) 注意 y = cos x 由 y = sin x 向左平移
π

2
而得, 即 cos x = sin(x + π

2 ).因此

lim
x→x0

cos x = lim
x→x0

sin(x +
π

2
) = lim

x+π
2 →x0+

π
2

sin(x +
π

2
) = sin(x0 +

π

2
) = cos(x0).

注注注

这里需要证明 lim
x→x0

(x + b) = x0 + b. 当然, 更一般的, 容易证明

lim
x→x0

(kx + b) = kx0 + b.

注注注

也可以使用 cos x = sin(
π

2
− x) 证明.

19
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例例例

设 x0 ⩾ 0, 研究 f (x) =
√
x 在 x0 处的极限.

解. 当 x0 = 0 时, ∀ε > 0, ∃δ = ε2, 当 0 < x < δ 时,

|
√
x −

√
0| =

√
x <

√
δ = ε.

因此 lim
x→0+

√
x = 0.

当 x0 > 0 时, ∀ε > 0, ∃δ = ε
√
x0, 当 0 < |x − x0| < δ 时,

|
√
x −

√
x0| =

∣∣∣∣ x − x0√
x +

√
x0

∣∣∣∣ ⩽ |x − x0|√
x0

<
δ

√
x0

= ε.

因此 lim
x→x0

√
x =

√
x0. ❚
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例例例

设 a > 0. 研究函数 f (x) = ax 在 x0 = 0 处的极限.

解. 当 a = 1 时, ax = 1, 因此 lim
x→0

ax = 1;当 a > 1 时, ∀0 < ε < 1, 取

δ = min{− loga(1 − ε), loga(1 + ε)},

当 0 < |x | < δ 时,

loga(1 − ε) ⩽ −δ < x < δ ⩽ loga(1 + ε),

即

1 − ε < ax < 1 + ε,

即 |ax − 1| < ε, 这说明 lim
x→0

ax = 1. ❚
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续续续

解. 当 0 < a < 1 时, loga x 是 (0,+∞) 上的严格单调递减函数.

∀ε ∈ (0, 1), 取

δ = min{loga(1 − ε),− loga(1 + ε)},

当 0 < |x | < δ 时, 有

loga(1 + ε) ⩽ −δ < x < δ ⩽ loga(1 − ε),

即

1 − ε < ax < 1 + ε,

这说明 lim
x→0

ax = 1. ❚

22



续续续

解. 当 0 < a < 1 时, loga x 是 (0,+∞) 上的严格单调递减函数.∀ε ∈ (0, 1), 取

δ = min{loga(1 − ε),− loga(1 + ε)},

当 0 < |x | < δ 时, 有

loga(1 + ε) ⩽ −δ < x < δ ⩽ loga(1 − ε),

即

1 − ε < ax < 1 + ε,

这说明 lim
x→0

ax = 1. ❚

22



续续续

解. 当 0 < a < 1 时, loga x 是 (0,+∞) 上的严格单调递减函数.∀ε ∈ (0, 1), 取

δ = min{loga(1 − ε),− loga(1 + ε)},

当 0 < |x | < δ 时, 有

loga(1 + ε) ⩽ −δ < x < δ ⩽ loga(1 − ε),

即

1 − ε < ax < 1 + ε,

这说明 lim
x→0

ax = 1. ❚

22



续续续

解. 当 0 < a < 1 时, loga x 是 (0,+∞) 上的严格单调递减函数.∀ε ∈ (0, 1), 取

δ = min{loga(1 − ε),− loga(1 + ε)},

当 0 < |x | < δ 时, 有

loga(1 + ε) ⩽ −δ < x < δ ⩽ loga(1 − ε),

即

1 − ε < ax < 1 + ε,

这说明 lim
x→0

ax = 1. ❚

22



续续续

解. 当 0 < a < 1 时, loga x 是 (0,+∞) 上的严格单调递减函数.∀ε ∈ (0, 1), 取

δ = min{loga(1 − ε),− loga(1 + ε)},

当 0 < |x | < δ 时, 有

loga(1 + ε) ⩽ −δ < x < δ ⩽ loga(1 − ε),

即

1 − ε < ax < 1 + ε,

这说明 lim
x→0

ax = 1. ❚

22



命命命题题题

设 a > 0, 则 lim
x→x0

ax = ax0 .

Proof.

当 x0 = 0 时, 已证. 下设 x0 ̸= 0.

ax = ax0ax−x0 .

注意 ax0 是常数.如果有下述结论(后面将给出):

lim
x→x0

[cf (x)] = c lim
x→x0

f (x),

则

lim
x→x0

ax = lim
x→x0

(ax0ax−x0) = ax0 lim
x→x0

ax−x0 = ax0 · 1 = ax0 .

因此, 有必要探索极限的运算法则, 这会给极限的计算带来方便.
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直直直接接接证证证明明明

命命命题题题

设 a > 0, 则 lim
x→x0

ax = ax0 .

Proof.

留作习题.
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例例例

设 a > 0, a ̸= 1. 研究函数 f (x) = loga x 在 x0 = 1 处的极限.

解. 不妨设 a > 1. ∀ε > 0, ∃δ > 0, s.t.,

a−ε < 1 − δ < 1 + δ < aε,

当 0 < |x − 1| < δ 时, 有

a−ε < 1 − δ < x < 1 + δ < aε,

即

| loga x − 0| < ε,

从而 lim
x→1

loga x = 0. ❚
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续续续

解. 若 0 < a < 1, 此时 loga x 和 ax 都是严格单调递减函数.

∀ε > 0, ∃δ > 0, s.t.,

aε < 1 − δ < 1 + δ < a−ε,

当 0 < |x − 1| < δ 时, 有

aε < 1 − δ < x < 1 + δ < a−ε,

即

| loga x − 0| < ε,

从而 lim
x→1

loga x = 0. ❚

同样, 在介绍函数极限的运算法则后, 可以证明 lim
x→x0

loga x = loga x0.
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函函函数数数极极极限限限的的的性性性质质质



函函函数数数极极极限限限的的的惟惟惟一一一性性性

以下仅对 x → x0 这种情形进行叙述和证明, 其他五种情况是类似的.

定定定理理理

若 lim
x→x0

f (x) 存在, 则该极限惟一.

Proof.

设 lim
x→x0

f (x) = A 且 lim
x→x0

f (x) = B, A,B ∈ R.

根据极限的定义, ∀ε > 0, ∃δ1 > 0, 当 x ∈ Ů(x0, δ1) 时, 有 |f (x)− A| < ε.

对于上面所给定的 ε > 0, ∃δ2 > 0, 当 x ∈ Ů(x0, δ2) 时, 有 |f (x)− B| < ε.

于是, ∀ε > 0, ∃δ = min{δ1, δ2} > 0, 当 x ∈ Ů(x0, δ) 时, 有 |f (x)− A| < ε 且

|f (x)− B| < ε.

27
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|f (x)− B| < ε.

27



函函函数数数极极极限限限的的的惟惟惟一一一性性性

以下仅对 x → x0 这种情形进行叙述和证明, 其他五种情况是类似的.

定定定理理理

若 lim
x→x0

f (x) 存在, 则该极限惟一.

Proof.

设 lim
x→x0

f (x) = A 且 lim
x→x0

f (x) = B, A,B ∈ R.

根据极限的定义, ∀ε > 0, ∃δ1 > 0, 当 x ∈ Ů(x0, δ1) 时, 有 |f (x)− A| < ε.
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Proof.

因此,

|A− B| = |(f (x)− B)− (f (x)− A)| ⩽ |f (x)− A|+ |f (x)− B| < 2ε.

若 A ̸= B, 则只要取 0 < ε < 1
2 |A− B| 就得出矛盾. 故 A = B.
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函函函数数数极极极限限限的的的局局局部部部有有有界界界性性性

命命命题题题

若 lim
x→x0

f (x) = A, 则 f (x) 在 x0 某个去心邻域内有界. 即存在常数 M > 0 和 δ > 0,

使得当 x ∈ Ů(x0, δ) 时, 有 |f (x)| ⩽ M.

Proof.

lim
x→x0

f (x) = A,根据定义, 对于 ε = 1, ∃δ > 0, s.t., 当 0 < |x − x0| < δ 时, 有

|f (x)− A| < 1.从而,

|f (x)| = |(f (x)− A) + A| ⩽ |f (x)− A|+ |A| < 1 + |A| =: M

故对于 x ∈ Ů(x0, δ), |f (x)| ⩽ M.
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函函函数数数极极极限限限的的的局局局部部部保保保号号号性性性

命命命题题题

若 lim
x→x0

f (x) = A, 且 A > 0（或 A < 0）, 则存在 δ > 0, 使得当 x ∈ Ů(x0, δ) 时, 有

f (x) > 0（或 f (x) < 0）.

Proof.

只对 A < 0 证明(A > 0 时证明类似).设 A < 0, 取 ε = −A
2 > 0.由极限的定义,

∃δ > 0, 当 x ∈ Ů(x0, δ) 时, 有

|f (x)− A| < ε.

这推出

f (x) < A+ ε = A− A

2
=

A

2
< 0.
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函函函数数数极极极限限限的的的局局局部部部保保保号号号性性性

推推推论论论

若 lim
x→x0

f (x) = A, 且在点 x0 的某个去心邻域内 f (x) ⩾ 0（或 f (x) ⩽ 0）, 则 A ⩾ 0

（或 A ⩽ 0）.

Proof.

这里对 f (x) ⩽ 0 的情形证明.
(反证法) 假设 A > 0,由极限的保号性, 存在 x0 的某个去心邻域 Ů(x0, δ),使得当
x ∈ Ů(x0, δ) 时, f (x) > 0.矛盾. 故 A ⩽ 0.
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函函函数数数极极极限限限与与与数数数列列列极极极限限限的的的关关关系系系

命命命题题题

若 lim
x→x0

f (x) 存在, {xn} 取自 f (x) 的定义域, 且 xn → x0, xn ̸= x0(n ∈ Z+), 则数列

{f (xn)} 也收敛, 且 lim
n→∞

f (xn) = lim
x→x0

f (x).

Proof.

设 lim
x→x0

f (x) = A.根据极限的定义, ∀ε > 0, ∃δ > 0, s.t., 当 x ∈ Ů(x0, δ) 时, 总有

|f (x)− A| < ε.
又 lim

n→∞
xn = x0,故对上面的 δ > 0, 存在 N ∈ Z+, s.t., 当 n > N 时, |xn − x0| < δ.

注意到 xn ̸= x0, ∀n,即 xn ∈ Ů(x0, δ).故 |f (xn)− A| < ε.
总结, ∀ε > 0, 存在 N ∈ Z+, s.t., 当 n > N 时, 有 |f (xn)− A| < ε.此即证明了
lim
n→∞

f (xn) = A.

注: 这个命题是下面 Heine 定理的一部分.
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n→∞

f (xn) = lim
x→x0

f (x).

Proof.

设 lim
x→x0

f (x) = A.根据极限的定义, ∀ε > 0, ∃δ > 0, s.t., 当 x ∈ Ů(x0, δ) 时, 总有

|f (x)− A| < ε.
又 lim

n→∞
xn = x0,故对上面的 δ > 0, 存在 N ∈ Z+, s.t., 当 n > N 时, |xn − x0| < δ.

注意到 xn ̸= x0, ∀n,即 xn ∈ Ů(x0, δ).

故 |f (xn)− A| < ε.
总结, ∀ε > 0, 存在 N ∈ Z+, s.t., 当 n > N 时, 有 |f (xn)− A| < ε.此即证明了
lim
n→∞

f (xn) = A.

注: 这个命题是下面 Heine 定理的一部分.
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*Heine 定定定理理理*

定定定理理理

设函数 f 在 x0 的一个空心开邻域内有定义, 则 f 在 x0 处的极限为 A 当且仅当:
对任何收敛到 x0 的点列 {xn}, 且 xn ̸= x0(∀n), 均有

lim
n→∞

f (xn) = A.

Proof.

只需证明充分性. 反证法.假设 f 在 x0 处的极限不为 A(极限也可能不存在), 则存
在 ε0 > 0, 使得对任何 δ > 0, 都存在 xδ, 使得

0 < |xδ − x0| < δ, |f (xδ)− A| ⩾ ε0.
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续续续

Proof.

特别地, ∀n ⩾ 1, 均存在 xn, 使得

0 < |xn − x0| <
1
n
, |f (xn)− A| ⩾ ε0.

这说明 xn → x0, xn ̸= x0, 但 f (xn) 不收敛到 A. 矛盾.

34



续续续

Proof.

特别地, ∀n ⩾ 1, 均存在 xn, 使得

0 < |xn − x0| <
1
n
, |f (xn)− A| ⩾ ε0.

这说明 xn → x0, xn ̸= x0, 但 f (xn) 不收敛到 A. 矛盾.

34



*Heine 定定定理理理的的的简简简明明明叙叙叙述述述*

Heine 定理可以改述如下:

f (x) 在x0 处有极限 ⇔ ∀xn → x0 (xn ̸= x0), lim
n→∞

f (xn) 存在.

Proof.

只要说明如果 f (xn) 均收敛, 则它们的极限必定都相同.

(反证法) 若存在 x ′n → x0, x ′n ̸= x0, f (x ′n) → A 以及 x ′′n → x0, x ′′n ̸= x0,
f (x ′′n ) → B.当 B ̸= A 时, 考虑新的点列 xn,

xn =

x ′2k , n = 2k,

x ′′2k−1, n = 2k − 1.

k ⩾ 1.则 xn → x0, xn ̸= x0, 但 f (xn) 不收敛, 矛盾.
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例例例

研究函数 f (x) = sin
1
x
在 x0 = 0 处的极限.

解. 选取点列 xn =
1
nπ
以及 yn =

1
2nπ + π

2
, 则 xn, yn → 0, xn, yn ̸= 0, 且

f (xn) = sin(nπ) = 0, f (yn) = sin(2nπ +
π

2
) = 1.

由 Heine 定理, 知 f (x) = sin 1
x 在 x0 = 0 处的极限不存在. ❚
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