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二二二重重重 Riemann 积积积分分分



矩矩矩形形形区区区域域域的的的分分分割割割

设 [a, b], [c , d ] 分别为 R 上的区间, 则 I = [a, b]× [c , d ] 为 R2 上的矩形, 其直直直
径径径d(I) 和面面面积积积 v(I) 分别为

d(I) =
√

(b − a)2 + (d − c)2, v(I) = (b − a)(d − c).

设这两个区间分别有分割

π1 : a = x0 < x1 < · · · < xm = b, π2 : c = y0 < y1 < · · · < yn = d ,

则直线 x = xi (0 ⩽ i ⩽ m) 和 y = yj (0 ⩽ j ⩽ n) 将 I 分成 nm 个小矩形

Iij = [xi−1, xi ]× [yj−1, yj ] (1 ⩽ i ⩽ m, 1 ⩽ j ⩽ n),

这些区间的分点连同小矩形称为 I 的一个分分分割割割, 记为 π = π1 × π2.分割 π 的模模模定义

为 ∥π∥ = maxi ,j d(Iij).
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矩矩矩形形形上上上的的的积积积分分分

定定定义义义

假设 f : I→ R 为矩形 I 上定义的函数, 如果存在实数 A, 使得任给 ε > 0, 均存在
δ > 0, 当 ∥π∥ < δ 时, 有∣∣∣∣∑

i ,j

f (ξij)v(Iij)− A

∣∣∣∣ < ε, ∀ ξij ∈ Iij ,

则称 f 在 I 上 Riemann 可可可积积积或简称可可可积积积, A 为 f 在 I 上的积积积分分分, 记为

A =

∫
I

f =

∫∫
I

f (x , y)dxdy .
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注注注

称
∑

i ,j f (ξij)v(Iij) 为 f 关于分割 π 的一个 Riemann 和和和, 也记为 S(f , π, ξ).

如果 f

可积, 则积分可用极限表示 ∫
I

f = lim
∥π∥→0

S(f , π, ξ).

注注注

与一元函数类似, f 在 I 上 Riemann 可积的必要条件是 f 为有界函数. 同样的, 有
界函数未必可积.

下面假设 f 为 I 上定义的有界函数. 我们像对一元函数所做过的那样来讨论 f 可积

的充分必要条件.

5



注注注

称
∑

i ,j f (ξij)v(Iij) 为 f 关于分割 π 的一个 Riemann 和和和, 也记为 S(f , π, ξ).如果 f

可积, 则积分可用极限表示 ∫
I

f = lim
∥π∥→0

S(f , π, ξ).

注注注

与一元函数类似, f 在 I 上 Riemann 可积的必要条件是 f 为有界函数. 同样的, 有
界函数未必可积.

下面假设 f 为 I 上定义的有界函数. 我们像对一元函数所做过的那样来讨论 f 可积

的充分必要条件.

5



注注注

称
∑

i ,j f (ξij)v(Iij) 为 f 关于分割 π 的一个 Riemann 和和和, 也记为 S(f , π, ξ).如果 f

可积, 则积分可用极限表示 ∫
I

f = lim
∥π∥→0

S(f , π, ξ).

注注注

与一元函数类似, f 在 I 上 Riemann 可积的必要条件是 f 为有界函数. 同样的, 有
界函数未必可积.

下面假设 f 为 I 上定义的有界函数. 我们像对一元函数所做过的那样来讨论 f 可积

的充分必要条件.

5



注注注

称
∑

i ,j f (ξij)v(Iij) 为 f 关于分割 π 的一个 Riemann 和和和, 也记为 S(f , π, ξ).如果 f

可积, 则积分可用极限表示 ∫
I

f = lim
∥π∥→0

S(f , π, ξ).

注注注

与一元函数类似, f 在 I 上 Riemann 可积的必要条件是 f 为有界函数. 同样的, 有
界函数未必可积.

下面假设 f 为 I 上定义的有界函数. 我们像对一元函数所做过的那样来讨论 f 可积

的充分必要条件.

5



有有有界界界多多多元元元函函函数数数可可可积积积的的的必必必要要要条条条件件件



达达达布布布上上上和和和、、、达达达布布布下下下和和和、、、振振振幅幅幅

记 Mij = supp∈Iij f (p), mij = infp∈Iij f (p), 并令

S(π) = S(π, f ) =
∑
i ,j

Mijv(Iij), s(π) = s(π, f ) =
∑
i ,j

mijv(Iij),

S(π) 和 s(π) 分别是 f 关于分割 π 的 Darboux 上上上和和和和 Darboux 下下下和和和.与一元函数
一样, 称

ωij = Mij −mij = sup
p∈Iij

f (p)− inf
p∈Iij

f (p)

为 f 在小矩形 Iij 上的振振振幅幅幅.f 的上和与下和之差可以表示为

S(π)− s(π) =
∑
i ,j

ωijv(Iij).
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加加加细细细分分分割割割

定定定义义义

如果 [a, b] 的分割 π′
1 是由 π1 通过添加分点得到, [c, d ] 的分割 π′

2 是由 π2 通过添

加分点得到, 则称 [a, b]× [c, d ] 的分割 π′ = π′
1 × π′

2 是 π = π1 × π2 的一个加加加细细细.

对于加细分割, 下面的命题的证明和一元函数完全类似.

命命命题题题

如果 π′ 是 π 的加细, 则

s(π) ⩽ s(π′) ⩽ S(π′) ⩽ S(π),

即分割加细后下下下和和和不不不减减减, 上上上和和和不不不增增增.
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推推推论论论

对于 I 的任何两个分割 π1, π2, 均有

s(π1) ⩽ S(π2).

Proof.

设 π1 = π1 × π2, π2 = π′
1 × π′

2, 令

π = π1 ∪ π2 = (π1 ∪ π′
1)× (π2 ∪ π′

2),

则 π 既是 π1 的加细, 又是 π2 的加细,因此

s(π1) ⩽ s(π) ⩽ S(π) ⩽ S(π2),

这说明下和总是不超过上和.
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对于有界函数, 它的上和与下和也都是有界的.

因此可以考虑

S(f ) = inf
π
S(π), s(f ) = sup

π
s(π).

分别称 S(f ), s(f ) 为 f 在 I 上的上上上积积积分分分与下下下积积积分分分.
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例例例

例例例

如果 f (x) = k 为常值函数, 则显然它在 I 上的任何 Riemann 和均为 kv(I), 因此常
值函数可积. 同时, 常值函数的上积分和下积分与其积分也相等.

如果 k 为常数, 则易见 f + k 可积当且仅当 f 可积, 且

S(f + k) = S(f ) + kv(I), s(f + k) = s(f ) + kv(I).

10



例例例

例例例

如果 f (x) = k 为常值函数, 则显然它在 I 上的任何 Riemann 和均为 kv(I), 因此常
值函数可积. 同时, 常值函数的上积分和下积分与其积分也相等.

如果 k 为常数, 则易见 f + k 可积当且仅当 f 可积, 且

S(f + k) = S(f ) + kv(I), s(f + k) = s(f ) + kv(I).

10



达达达布布布定定定理理理

定定定理理理

设 f 为 I 上的有界函数, 则

lim
∥π∥→0

S(π) = inf
π
S(π), lim

∥π∥→0
s(π) = sup

π
s(π).
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定定定理理理 (可可可积积积的的的充充充要要要条条条件件件)

设 f 为 I 上的有界函数, 则下列条件等价:

• (1) f 在 I 上 Riemann 可积.

• (2) f 在 I 上的上积分和下积分相等.

• (3) lim
∥π∥→0

∑
i ,j ωijv(Iij) = 0.

• (4) 任给 ε > 0, 存在 I 的某个分割 π, 使得

S(π)− s(π) =
∑
i ,j

ωijv(Iij) < ε.
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推推推论论论

设 f 为矩形 I 上的连续函数, 则 f 是 Riemann 可积的.

Proof.

f 在 I 上连续意味着 f 在 I 上一致连续.利用可积的充要条件（比如(3)）, 剩下的
证明和一元函数完全相同.
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对于多元函数, 下面的结果也是成立的.

定定定理理理 (Riemann)

设 f 为 I 上的有界函数, 则 f 可积的充分必要条件是任给 ε, η > 0, 存在 I 的分割

π, 使得 ∑
ωij⩾η

v(Iij) < ε.

这个定理的意思是, I 上的有界函数 f 可积当且仅当任给 ε, η > 0, 总存在 I 上的分

割, 在此分割下那些振幅超过 η 部分的体积之和小于 ε.
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引引引入入入零零零测测测集集集刻刻刻画画画可可可积积积函函函数数数



定定定义义义 (零零零测测测集集集)

设 A ⊂ R2 为平面点集. 如果任给 ε > 0, 存在至多可数个闭矩形

Ii , i = 1, 2, . . . ,

使得

A ⊂
⋃
i⩾1

Ii , 且
∑
i⩾1

v(Ii ) < ε,

则称 A 为零零零测测测集集集.

和一维的情形类似, 我们有下面的性质.
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命命命题题题

• (1) 有限点集均为零测集;

• (2) 零测集的子集仍为零测集;

• (3) 可数个零测集之并仍为零测集;

• (4) 矩形的边界是零测集;

• (5) 设 f 为 [a, b] 上的一元可积函数, 则其图像
graph(f ) = {(x , f (x)) | x ∈ [a, b]} ⊂ R2 为零测集.

Proof.

(1) 设 A = {p1, p2, . . . , pn}, 这里 pi = (x i , y i ). 任取 ε > 0, 取 0 < δ <
√

ε
4n , 令

Ii = [x i − δ, x i + δ]× [y i − δ, y i + δ], 则

A ⊂
n⋃

i=1

Ii , 且
n∑

i=1

v(Ii ) = 4nδ2 < ε.
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Proof.

(2) 设 B 是零测集 A 的子集. 任给 ε > 0, 由于 A 是零测集, 故存在至多可数个闭
矩形 Ii , i = 1, 2, . . ., 使得

A ⊂
⋃
i⩾1

Ii , 且
∑
i⩾1

v(Ii ) < ε.

而 B ⊂ A,故任给 ε > 0, 上述可数个闭矩形 {Ii}∞i=1 满足 B 成为零测集的要求, 故
得证.

(3) 设 A1,A2, . . . ,An, . . . 是一列零测集. 记

A = A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An ∪ · · · =
∞⋃
i=1

Ai ,

我们证明 A 仍是零测集.
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Proof.

任给 ε > 0, 由于 Ai 是零测集, 故存在至多可数个闭矩形 {I ij }∞j=1, 使得

Ai ⊂
⋃
j⩾1

I ij , 且
∑
j⩾1

v(I ij ) <
ε

2i
.

A1 : I 11 , I
1
2 , I

1
3 , . . . , I

1
n , . . .

A2 : I 21 , I
2
2 , I

2
3 , . . . , I

2
n , . . .

A3 : I 31 , I
3
2 , I

3
3 , . . . , I

3
n , . . .

...

Am : Im1 , Im2 , Im3 , . . . , Imn , . . .

...
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Proof.

于是, 对于 A =
⋃

i⩾1 Ai , 对于上面任意给定的 ε > 0, 存在闭矩形列

I 11 ; I
1
2 , I

2
2 , I

2
1 ; I

1
3 , I

2
3 , I

3
3 , I

3
2 , I

3
1 ; . . . ; I

1
k , I

2
k , . . . , I

k
k , I

k
k−1, . . . , I

k
1 ; . . .

使得

A =
⋃
i⩾1

Ai ⊂
⋃
i⩾1

(
∞⋃
j=1

I ij )

= I 11 ∪ I 12 ∪ I 22 ∪ I 21 ∪ I 13 ∪ I 23 ∪ I 33 ∪ I 32 ∪ I 31 ∪ · · · ∪ I 1k ∪ I 2k ∪ · · · ∪ I kk ∪ I kk−1 ∪ · · · ∪ I k1 ∪ · · ·

并且对于任意 n, 有

n∑
i=1

n∑
j=1

v(I ij ) <
ε

2
+

ε

22 + · · ·+ ε

2n
< ε
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