
不不不定定定积积积分分分

徐海峰整理

November 8, 2024

数学科学学院, 扬州大学
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研研研究究究的的的问问问题题题



前面我们研究了函数的可导性质.

现在我们考虑这样的问题,即给定一个函数 f (x), 是
否存在另一个函数 F (x), 使得

F ′(x) = f (x) (*)

成立.

如果存在这样的函数 F , 则称它是方程 (∗) 的解.自然, 我们要问:

• 方程 (∗) 对所有 f 都存在解吗?

• 如果 F 是一个解, 则显然 F + C (C 为常数)也是一个解, 除此之外还有其他的
解吗?
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基基基本本本定定定理理理



命命命题题题

设 f 为区间 I 上的可微函数, 则 f ′ ≡ 0 当且仅当 f = C 为常值函数.

这个命题利用微分中值定理即可证明.我们也可以不使用微分中值定理来证明. （见
梅加强《数学分析》命题4.3.1）

Proof.

只要证明必要性即可.设 f ′(x) = 0, ∀x ∈ I .任取 a < b ∈ I , 我们证明必有
f (a) = f (b).

设 ε > 0 是任意取定的正数.考虑集合

A = {x ∈ [a, b] | |f (x)− f (a)| ⩽ ε|x − a|} ⊂ [a, b].

因为 a ∈ A, 因此 A 非空.设 ξ 为 A 的上确界.由 f 的连续性知 ξ ∈ A.我们断言
ξ = b.先简要说明 ξ ∈ A.
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续续续

Proof.

注注注

若 A 是单点集, 即只有元素 a, 则 ξ = a.

若 A 不是单点集, 即存在 x1 ∈ A,
x1 > a.由于 ξ 是 A 的上确界, 故对任意 δ > 0, ξ − δ ∈ A, 即

|f (ξ − δ)− f (a)| ⩽ ε|ξ − δ − a|.

两边取极限 δ → 0+, 由 f 的连续性,

|f (ξ)− f (a)| ⩽ ε|ξ − a|.

即 ξ ∈ A.
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续续续

Proof.

下面论述 ξ = b.

事实上, 如果 ξ < b, 则由 f ′(ξ) = 0 以及导数的定义知存在 ζ, 使得
ξ < ζ ⩽ b, 且 ∣∣∣∣ f (ζ)− f (ξ)

ζ − ξ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ f (ζ)− f (ξ)

ζ − ξ
− f ′(ξ)

∣∣∣∣ ⩽ ε,

即有

|f (ζ)− f (ξ)| ⩽ ε|ζ − ξ|.

因此, 由 ξ < ζ ⩽ b 以及三角不等式可得

|f (ζ)− f (a)| ⩽ |f (ζ)− f (ξ)|+ |f (ξ)− f (a)|
⩽ ε|ζ − ξ|+ ε|ξ − a| = ε|ζ − a|.

这说明 ζ ∈ A, 这和 ξ 的选择相矛盾,因此只能有 ξ = b. 即 |f (a)− f (b)| ⩽ ε|a− b|.
因为 ε 是任取的, 令 ε → 0+, 上式表明 f (a) = f (b).
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原原原函函函数数数的的的定定定义义义



定定定义义义

给定函数 f , 方程 F ′(x) = f (x) 的一个可微解 F 称为函数 f 的一个原原原函函函数数数.

若 F (x) 是 f (x) 的一个原函数, 则显然 F (x) + C 也是 f (x) 的一个原函数（这里 C

可以是任意常数）.

因此原函数不唯一.

由刚才的命题知, 若 G ′(x) = f (x), 则 F (x)− G (x) = C .
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定定定义义义 (不不不定定定积积积分分分)

设函数 f 在区间 I 上有原函数, 则我们用记号∫
f (x)dx

表示 f 的原函数的一般表达式, 即如果 F 为 f 的一个原函数, 则∫
f (x)dx = F (x) + C , x ∈ I ,

期中 C 为常数.

我们后面讨论记号 dx 的作用.
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不不不定定定积积积分分分的的的性性性质质质



不不不定定定积积积分分分的的的性性性质质质

命命命题题题

如果 F 是 f 的原函数, 则 dF = F ′(x)dx = f (x)dx , 因此,

d

(∫
f (x)dx

)
= f (x)dx ,∫

dF (x) = F (x) + C .

9



不不不定定定积积积分分分的的的性性性质质质

命命命题题题

若 f 和 g 都有原函数, λ, µ ∈ R,

则

•
∫

λf (x)dx = λ

∫
f (x)dx , 这里 λ ̸= 0.

•
∫ (

λf (x) + µg(x)
)
dx = λ

∫
f (x)dx + µ

∫
g(x)dx , 这里 λ 和 µ 不同时为零.

Proof.

直接验证.
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常常常见见见函函函数数数的的的不不不定定定积积积分分分



C ′ = 0 ∫
0dx = C

(ex)′ = ex∫
exdx = ex + C

(ln |x |)′ = 1
x∫
1
x
dx = ln |x |+ C

(xα+1)′ = (α+ 1)xα

∫
xαdx =

xα+1

α+ 1
+ C (α ̸= −1)

(ax)′ = ax ln a (a > 0, a ̸= 1)∫
axdx =

ax

ln a
+ C

[ln(x +
√

1 + x2)]′ = 1√
1+x2

∫
1√

1 + x2
dx = ln(x +

√
1 + x2) + C

11



(sin x)′ = cos x∫
cos xdx = sin x + C

(tan x)′ = sec2 x∫
sec2 xdx = tan x + C

(sec x)′ = sec x tan x

∫
sec x tan xdx = sec x + C

(cos x)′ = − sin x∫
sin xdx = − cos x + C

(cot x)′ = − csc2 x∫
csc2 xdx = − cot x + C

(csc x)′ = − csc x cot x

∫
csc x cot xdx = − csc x + C
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(sinh x)′ = cosh x∫
cosh xdx = sinh x + C

(tanh x)′ = 1 − (tanh x)2

∫
tanh2 xdx = x − tanh x + C

(
√

x)′ = 1
2
√

x∫
1√
x
dx = 2

√
x + C

(cosh x)′ = sinh x∫
sinh xdx = cosh x + C

(coth x)′ = 1 − (coth x)2

∫
coth2 xdx = x − coth x + C

(x ln x)′ = ln x + 1∫
ln xdx = x ln x − x + C
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(arcsin x)′ = 1√
1−x2

∫
1√

1 − x2
dx = arcsin x + C

(arctan x)′ = 1
1+x2

∫
1

1 + x2 dx = arctan x + C

(
√

1 − x2)′ = −x√
1−x2

∫
x√

1 − x2
dx = −

√
1 − x2 + C

(arccos x)′ = − 1√
1−x2

∫
1√

1 − x2
dx = − arccos x + C

(arccot x)′ = − 1
1+x2

∫
1

1 + x2 dx = −arccot x + C

(x arcsin x)′ = arcsin x + x√
1−x2

∫
arcsin xdx = x arcsin x+

√
1 − x2+C
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例例例

求

∫
1

1 − x2 dx .

解.
1

1 − x2 =
1
2

( 1
1 − x

+
1

1 + x

)
,

从而 ∫
1

1 − x2 dx =
1
2

[∫
1

1 − x
dx +

∫
1

1 + x
dx

]
=

1
2

[
− ln |1 − x |+ ln |1 + x |

]
+ C =

1
2
ln

∣∣∣∣1 + x

1 − x

∣∣∣∣+ C .

❚

因此 ∫
1

x2 − 1
dx =

1
2
ln

∣∣∣∣1 − x

1 + x

∣∣∣∣+ C .
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从上面求
∫
arcsin xdx 以及

∫
ln xdx 的方法, 我们可以总结出下面的命题.

命命命题题题

设 f 的原函数为 F . 如果 f 可逆, 且其逆函数 g 可微, 则∫
g(x)dx = xg(x)− F (g(x)) + C .

Proof.

我们考虑 xg(x),
[xg(x)]′ = g(x) + xg ′(x),

注意到 x = f (g(x)), 以及条件 F ′(x) = f (x), 我们有

xg ′(x) = f (g(x))g ′(x) = F ′(g(x))g ′(x) = [F (g(x))]′.

因此

[xg(x)− F (g(x))]′ = g(x).
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猜猜猜测测测原原原函函函数数数

例例例

求不定积分
∫
cot xdx .

解. ∫
cot xdx =

∫
cos x

sin x
dx .

为使 sin x 出现在分母上, 考虑 ln | sin x | 的导数.

(ln | sin x |)′ = cos x

sin x
,

因此 ∫
cos x

sin x
dx = ln | sin x |+ C .

❚

17
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猜猜猜测测测原原原函函函数数数

例例例 ∫
tan xdx = − ln | cos x |+ C = ln | sec x |+ C

∫
cot xdx = ln | sin x |+ C = − ln | csc x |+ C
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猜猜猜测测测原原原函函函数数数
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利利利用用用公公公式式式求求求解解解

例例例

求不定积分

∫
arccot xdx .

解. f (x) = cot x 的反函数为 g(x) = arccot x .由上面的例子 f 具有原函数

F (x) = ln | sin x |,代入公式∫
g(x)dx = xg(x)− F (g(x)) + C ,

得 ∫
arccot xdx = xarccot x − ln | sin arccot x |+ C

= xarccot x +
1
2
ln(1 + x2) + C .

❚

19
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换换换元元元法法法



不不不定定定积积积分分分的的的符符符号号号

到目前为止, 我们在计算 f 的不定积分时并没有用到被积表达式中的 dx . 如果 f (x)

的不定积分记作 ∫
f (x)

或其他符号, 会出现什么问题.

20
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例例例

求不定积分

∫
(2x)n, 这里 n ⩾ 1.

Proof. ∫
(2x)n =

∫
2nxn =

2n

n + 1
xn+1 + C .

若令 t = 2x , 则∫
(2x)n =

∫
tn =

1
n + 1

tn+1 + C =
1

n + 1
(2x)n+1 + C .

第一个等号是换元, 最后一个等号是回代. 要求能换元及可以回代是很自然的想法,
但是所得两个结果不一致.

Q. 请问问题出在哪里?
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若令 x = φ(t), φ 可导.

F 是 f 的原函数, 所以 F ′(x) = f (x).我们希望能换元是指∫
f (x) = F (x) + C = F (φ(t)) + C =

∫
f (φ(t)).

但复合函数 F (φ(t)) 对 t 的导数为

[F (φ(t))]′ = F ′(φ(t))φ′(t) = f (φ(t))φ′(t).

因此, 最右边的不定积分应为 ∫
f (φ(t))φ′(t).

因此, 将 x 换为 φ(t), 应有 ∫
f (x) =

∫
f (φ(t))φ′(t).

f (x) 对应到 f (φ(t))dφ
dt , 两者并不相等, 但是 f (x)dx 却和 f (φ(t))dφ 相等.
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于是记 f (x) 的不定积分为 ∫
f (x)dx .

当换元时, 比如令 x = φ(t) (φ 可导), 则直接代入, 得∫
f (x)dx =

∫
f (φ(t))dφ(t) =

∫
f (φ(t))φ′(t)dt.

这样保证了换元和回代的正确性.
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