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换换换元元元积积积分分分法法法

命命命题题题

设 f (u) 是在区间 J 上有定义的函数, u = ϕ(x) 是区间 I 上的可微函数, 且
ϕ(I ) ⊂ J.

(1) 如果 f 在 J 上存在原函数 F , 则 F (ϕ) 是 f (ϕ)ϕ′ 在区间 I 上的原函数, 即∫
f (ϕ(x))ϕ′(x)dx =

∫
f (u)du = F (ϕ(x)) + C ;

(2) 设 ϕ 可逆, 且其逆可微, ϕ(I ) = J. 如果 f (ϕ(x))ϕ′(x) 有原函数 G , 则 f 有原函

数 G (ϕ−1(u)), 即 ∫
f (u)du = G (ϕ−1(u)) + C .
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Proof.

证明是直接的.

(1) [
F (ϕ(x))

]′
= F ′(ϕ(x))ϕ′(x) = f (ϕ(x))ϕ′(x).

(2) x = ϕ−1(u), ϕ−1 可导, 故 (ϕ−1)′u = 1
u′x

= 1
ϕ′(x) .[

G (ϕ−1(u))
]′
u
= G ′(x) · x ′u = G ′(x) · 1

ϕ′(x)
= f (ϕ(x))ϕ′(x) · 1

ϕ′(x)
= f (ϕ(x)) = f (u).

这里的 (1) 被称为第一类换元法, (2) 被称为第二类换元法.
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例例例

求

∫
1

a2 + x2 dx , 这里 a > 0.

解. ∫
1

a2 + x2 dx =
1
a

∫
1

1 + ( xa )
2 d

x

a
=

1
a
arctan

x

a
+ C .

❚
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例例例

求

∫
sec xdx .

解. ∫
sec xdx =

∫
1

cos x
dx =

∫
cos x

cos2 x
dx =

∫
1

1 − sin2 x
d(sin x),

令 t = sin x , 则上式

=

∫
1

1 − t2
dt =

1
2
ln

∣∣∣∣1 + t

1 − t

∣∣∣∣+ C

=
1
2
ln

∣∣∣∣1 + sin x

1 − sin x

∣∣∣∣+ C =
1
2
ln

∣∣∣∣(1 + sin x)2

1 − sin2 x

∣∣∣∣+ C

=
1
2
ln

∣∣∣∣1 + sin x

cos x

∣∣∣∣2 + C

= ln
∣∣sec x + tan x

∣∣+ C .

❚
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类似地, 可证明

例例例 ∫
csc xdx = ln

∣∣csc x − cot x
∣∣+ C .

另一种证法是利用之前的结果.注意到 csc x = 1
sin x = 1

cos(x−π
2 )

= sec(x − π
2 ),

Proof.

∫
csc xdx =

∫
sec(x − π

2
)dx = ln

∣∣sec(x − π

2
) + tan(x − π

2
)
∣∣+ C

= ln
∣∣csc x − cot x

∣∣+ C
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重重重要要要的的的公公公式式式

1 + tan2 x = sec2 x ,

(tan x)′ = sec2 x ,

(sec x)′ = sec x · tan x ,∫
tan xdx = ln | sec x |+ C ,∫
sec xdx = ln

∣∣sec x + tan x
∣∣+ C ,∫

sec2 xdx = tan x + C ,∫
sec x · tan xdx = sec x + C .
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分分分部部部积积积分分分法法法

命命命题题题

设 u(x), v(x) 在区间 I 上可微, 如果 u′(x)v(x) 有原函数, 则 u(x)v ′(x) 也有原函

数,

且 ∫
u(x)v ′(x)dx = u(x)v(x)−

∫
u′(x)v(x)dx .

Proof.

设 u′(x)v(x) 有原函数, 则
∫

u′(x)v(x)dx 存在.

(
u(x)v(x)−

∫
u′(x)v(x)dx

)′
= u′(x)v(x) + u(x)v ′(x)− u′(x)v(x) = u(x)v ′(x),

故命题得证.
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分部积分法也可以写为∫
u(x)dv(x) = u(x)v(x)−

∫
v(x)du(x).



例例例

求

∫
ex sin xdx .

解. ∫
ex sin xdx = −

∫
exd cos x = −

[
ex cos x −

∫
cos xdex

]
= −ex cos x +

∫
ex cos xdx = −ex cos x +

∫
exd sin x

= −ex cos x + ex sin x −
∫

sin xdex

= ex(sin x − cos x)−
∫

ex sin xdx ,

这推出 ∫
ex sin xdx =

1
2
ex(sin x − cos x) + C .

❚
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例例例

求

∫
sec3 xdx .

解.∫
sec3 xdx =

∫
sec x · sec2 xdx =

∫
sec xd tan x = sec x · tan x −

∫
tan xd sec x

= sec x · tan x −
∫

sec x · tan2 xdx = sec x · tan x −
∫

sec x · (sec2 x − 1)dx

= sec x · tan x −
∫

sec3 xdx +

∫
sec xdx ,

这推出 ∫
sec3 xdx =

1
2
sec x · tan x +

1
2

∫
sec xdx

=
1
2
sec x · tan x +

1
2
ln
∣∣sec x + tan x

∣∣+ C

❚
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例例例

求不定积分 In =

∫
dx

(x2 + a2)n
, 其中 a > 0, n 为非负整数.

解. n = 0 时, I0 = x + C ; n = 1 时,

I1 =

∫
1

x2 + a2 dx =
1
a
arctan

x

a
+ C .

当 n ⩾ 1 时,

In =

∫
dx

(x2 + a2)n
=

x

(x2 + a2)n
−

∫
xd

1
(x2 + a2)n

=
x

(x2 + a2)n
+ 2n

∫
x2

(x2 + a2)n+1 dx

=
x

(x2 + a2)n
+ 2n

[∫ x2 + a2

(x2 + a2)n+1 dx −
∫

a2

(x2 + a2)n+1 dx
]

=
x

(x2 + a2)n
+ 2nIn − 2na2In+1.

❚
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(x2 + a2)n

=
x

(x2 + a2)n
+ 2n

∫
x2

(x2 + a2)n+1 dx

=
x

(x2 + a2)n
+ 2n

[∫ x2 + a2

(x2 + a2)n+1 dx −
∫

a2

(x2 + a2)n+1 dx
]

=
x

(x2 + a2)n
+ 2nIn − 2na2In+1.

❚



解. 从而
2na2In+1 = (2n − 1)In +

x

(x2 + a2)n
,

这就得到了递推公式

In+1 =
2n − 1
2na2 In +

1
2na2

x

(x2 + a2)n
.

由此可以求出所有的 In. ❚



解. 从而
2na2In+1 = (2n − 1)In +

x

(x2 + a2)n
,

这就得到了递推公式

In+1 =
2n − 1
2na2 In +

1
2na2

x

(x2 + a2)n
.

由此可以求出所有的 In. ❚



解. 从而
2na2In+1 = (2n − 1)In +

x

(x2 + a2)n
,

这就得到了递推公式

In+1 =
2n − 1
2na2 In +

1
2na2

x

(x2 + a2)n
.

由此可以求出所有的 In. ❚



例例例

计算

∫
sinn xdx ,

∫
cosn xdx .

解. 记 In =

∫
sinn xdx , 利用分部积分,

In =

∫
sinn−1 x · sin xdx = −

∫
sinn−1 xd cos x

= − sinn−1 x · cos x +

∫
cos xd sinn−1 x

= − sinn−1 x · cos x + (n − 1)
∫

cos2 x · sinn−2 xdx

= − sinn−1 x · cos x + (n − 1)
∫
(1 − sin2 x) · sinn−2 xdx

= − sinn−1 x · cos x + (n − 1)In−2 − (n − 1)In.

❚



例例例

计算

∫
sinn xdx ,

∫
cosn xdx .

解. 记 In =

∫
sinn xdx , 利用分部积分,

In =

∫
sinn−1 x · sin xdx = −

∫
sinn−1 xd cos x

= − sinn−1 x · cos x +

∫
cos xd sinn−1 x

= − sinn−1 x · cos x + (n − 1)
∫

cos2 x · sinn−2 xdx

= − sinn−1 x · cos x + (n − 1)
∫
(1 − sin2 x) · sinn−2 xdx

= − sinn−1 x · cos x + (n − 1)In−2 − (n − 1)In.

❚



解. 因此,
nIn = − sinn−1 x · cos x + (n − 1)In−2,

这推出

In = −1
n
sinn−1 x · cos x +

n − 1
n

In−2.

❚



解. 因此,
nIn = − sinn−1 x · cos x + (n − 1)In−2,

这推出

In = −1
n
sinn−1 x · cos x +

n − 1
n

In−2.

❚



解. 类似的, 若记 Jn =

∫
cosn xdx , 则

Jn =

∫
cosn−1 xd sin x = sin x · cosn−1 x −

∫
sin xd cosn−1 x

= sin x · cosn−1 x + (n − 1)
∫

sin2 x · cosn−2 xdx

= sin x · cosn−1 x + (n − 1)
∫
(1 − cos2 x) · cosn−2 xdx

= sin x · cosn−1 x + (n − 1)Jn−2 − (n − 1)Jn.

于是

nJn = sin x · cosn−1 x + (n − 1)Jn−2,

这推出

Jn =
1
n
sin x · cosn−1 x +

n − 1
n

Jn−2.

❚



解. 类似的, 若记 Jn =

∫
cosn xdx , 则

Jn =

∫
cosn−1 xd sin x = sin x · cosn−1 x −

∫
sin xd cosn−1 x

= sin x · cosn−1 x + (n − 1)
∫

sin2 x · cosn−2 xdx

= sin x · cosn−1 x + (n − 1)
∫
(1 − cos2 x) · cosn−2 xdx

= sin x · cosn−1 x + (n − 1)Jn−2 − (n − 1)Jn.

于是

nJn = sin x · cosn−1 x + (n − 1)Jn−2,

这推出

Jn =
1
n
sin x · cosn−1 x +

n − 1
n

Jn−2.

❚



解. 类似的, 若记 Jn =

∫
cosn xdx , 则

Jn =

∫
cosn−1 xd sin x = sin x · cosn−1 x −

∫
sin xd cosn−1 x

= sin x · cosn−1 x + (n − 1)
∫

sin2 x · cosn−2 xdx

= sin x · cosn−1 x + (n − 1)
∫
(1 − cos2 x) · cosn−2 xdx

= sin x · cosn−1 x + (n − 1)Jn−2 − (n − 1)Jn.

于是

nJn = sin x · cosn−1 x + (n − 1)Jn−2,

这推出

Jn =
1
n
sin x · cosn−1 x +

n − 1
n

Jn−2.

❚
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