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级级级数数数收收收敛敛敛与与与发发发散散散的的的概概概念念念



设 a1, a2, . . . , an, . . . 为一列实数, 形式和

∞∑
n=1

an = a1 + a2 + · · ·+ an + · · ·

称为无无无穷穷穷级级级数数数,

an 称为通通通项项项或一一一般般般项项项,

Sn =
n∑

k=1

ak = a1 + a2 + · · ·+ an

称为级数的第第第 n 个个个部部部分分分和和和.
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定定定义义义

如果 lim
n→∞

Sn = S 存在且有限, 则称级数
∞∑
n=1

an 收收收敛敛敛,

其和和和为 S , 记为

∞∑
n=1

an = S .

否则就称级数
∞∑
n=1

an 发发发散散散.级数的收敛或发散性质统称为敛敛敛散散散性性性.
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级级级数数数收收收敛敛敛的的的必必必要要要条条条件件件

命命命题题题

如果
∞∑
n=1

an 收敛, 则通项 an → 0 (n → ∞).

Proof.

an = Sn − Sn−1 → S − S = 0 (n → ∞).
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级级级数数数收收收敛敛敛的的的充充充要要要条条条件件件

命命命题题题 (Cauchy 准准准则则则)
∞∑
n=1

an 收敛当且仅当 ∀ε > 0, ∃ N = N(ε), 当 n > N 时,

|an+1 + an+2 + · · ·+ an+p| < ε, ∀ p ⩾ 1.

Proof.
∞∑
n=1

an 收敛当且仅当数列 {Sn} 收敛. 而

an+1 + an+2 + · · ·+ an+p = Sn+p − Sn,

因此, 利用数列收敛的 Cauchy 准则即证.
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例例例子子子



例例例

判断级数
∞∑
n=1

1
n2 的敛散性.

解. 当 n > 1 时,
1
n2 <

1
n(n − 1)

=
1

n − 1
− 1

n
.

于是有

0 <

n+p∑
k=n+1

1
k2 <

n+p∑
k=n+1

(
1

k − 1
− 1

k

)
=

1
n
− 1

n + p
<

1
n
→ 0 (n → ∞),

由 Cauchy 准则, 原级数收敛.（事实上, 以后将证明其和为 π2

6 .） ❚
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调调调和和和级级级数数数

例例例

判断级数
∞∑
n=1

1
n
的敛散性.

解. 当 n ⩾ 1, 有

2n∑
k=n+1

1
k
=

1
n + 1

+
1

n + 2
+ · · ·+ 1

2n
⩾

1
2n

+
1
2n

+ · · ·+ 1
2n︸ ︷︷ ︸

n

=
1
2
,

由 Cauchy 准则, 原级数发散. ❚
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例例例

判断级数
∞∑
n=1

sin n 的敛散性.

解. 如果级数收敛, 则 sin n → 0 (n → ∞).由等式

sin(n + 1) = sin n cos 1 + cos n sin 1

知, 此时也有 cos n → 0 (n → ∞).但

sin2 n + cos2 n ≡ 1,

这就导出了矛盾, 这说明原级数发散. ❚
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几几几何何何级级级数数数

例例例

设 q > 0, 则当 q < 1 时,
∞∑
n=1

qn 收敛; q ⩾ 1 时,
∞∑
n=1

qn 发散.

Proof.

当 0 < q < 1 时,

Sn =
n∑

k=1

qk =
q · (1 − qn)

1 − q
→ q

1 − q
,

此时原级数收敛;当 q ⩾ 1 时, qn ̸→ 0, 此时原级数发散.
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一一一些些些性性性质质质



命命命题题题

(1) 如果
∞∑
n=1

an 和
∞∑
n=1

bn 均收敛, 则
∞∑
n=1

(λan + µbn) 也收敛, 且

∞∑
n=1

(λan + µbn) = λ

∞∑
n=1

an + µ

∞∑
n=1

bn, (λ, µ ∈ R).

(2) 级数的敛散性与其有限项的值无关.

Proof.

(1) 记 Sn =
n∑

k=1
an, Tn =

n∑
k=1

bn. 由条件, lim
n→∞

Sn 和 lim
n→∞

Tn 均存在且有限, 分别记

为

lim
n→∞

Sn = S , lim
n→∞

Tn = T .

11



命命命题题题

(1) 如果
∞∑
n=1

an 和
∞∑
n=1

bn 均收敛, 则
∞∑
n=1

(λan + µbn) 也收敛, 且

∞∑
n=1

(λan + µbn) = λ

∞∑
n=1

an + µ

∞∑
n=1

bn, (λ, µ ∈ R).

(2) 级数的敛散性与其有限项的值无关.

Proof.

(1) 记 Sn =
n∑

k=1
an, Tn =

n∑
k=1

bn.

由条件, lim
n→∞

Sn 和 lim
n→∞

Tn 均存在且有限, 分别记

为

lim
n→∞

Sn = S , lim
n→∞

Tn = T .

11



命命命题题题

(1) 如果
∞∑
n=1

an 和
∞∑
n=1

bn 均收敛, 则
∞∑
n=1

(λan + µbn) 也收敛, 且

∞∑
n=1

(λan + µbn) = λ

∞∑
n=1

an + µ

∞∑
n=1

bn, (λ, µ ∈ R).

(2) 级数的敛散性与其有限项的值无关.

Proof.

(1) 记 Sn =
n∑

k=1
an, Tn =

n∑
k=1

bn. 由条件, lim
n→∞

Sn 和 lim
n→∞

Tn 均存在且有限, 分别记

为

lim
n→∞

Sn = S , lim
n→∞

Tn = T .

11



Proof.

则

lim
n→∞

(λSn + µTn) = λ lim
n→∞

Sn + µ lim
n→∞

Tn = λS + µT .

即
∞∑
n=1

(λan + µbn) = λ

∞∑
n=1

an + µ

∞∑
n=1

bn.

(2) 假设级数
∞∑
n=1

an 删除前面若干项: ai1 , ai2 , . . . , aim ,则新的级数的前 N 项

(N > m) 为
TN = SN+m − (ai1 + ai2 + · · ·+ aim),

因此, TN 的敛散性与 SN 的敛散性是相同的.同理, 级数在添加有限项后敛散性也
不变.
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习习习题题题

证明: 如果级数
∞∑
n=1

a2
n 收敛, 则

∞∑
n=1

an
n
也收敛. (提示: 用平均值不等式.)

见问题704.

13

http://www.atzjg.net/admin/do/view_question.php?qid=704
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更更更多多多例例例子子子

见问题2382

http://www.atzjg.net/admin/do/view_question.php?qid=2382


欢欢欢迎迎迎访访访问问问 atzjg.net
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