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单单单调调调函函函数数数



命命命题题题

设 f 在 [a, b] 上连续, 在 (a, b) 内可微. 如果 f ′(x) = 0, ∀ x ∈ (a, b), 则 f 为常数.

Proof.

任取 x , y ∈ [a, b], 由 Lagrange 中值定理, 存在 ξ ∈ (a, b), 使得

f (x)− f (y) = f ′(ξ)(x − y) = 0,

因此 f 为常值函数.
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命命命题题题

设 f 在 [a, b] 上连续, 在 (a, b) 内可微, 则 f 为单调函数当且仅当 f ′ 不变号.

Proof.

不妨设 f 是单调递增函数,则 f (x)−f (x0)
x−x0

在 x → x0 时始终非负.因此当 x0 ∈ (a, b)

时,

f ′(x0) = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
⩾ 0.

反之, 不妨设 f ′(x) ⩾ 0, ∀ x ∈ (a, b).任取 x1 < x2 ∈ [a, b], 由 Lagrange 中值定理,
存在 ξ ∈ (x1, x2), 使得

f (x2)− f (x1) = f ′(ξ)(x2 − x1) ⩾ 0,

因此 f 是单调递增的.

4



命命命题题题

设 f 在 [a, b] 上连续, 在 (a, b) 内可微, 则 f 为单调函数当且仅当 f ′ 不变号.

Proof.

不妨设 f 是单调递增函数,

则 f (x)−f (x0)
x−x0

在 x → x0 时始终非负.因此当 x0 ∈ (a, b)

时,

f ′(x0) = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
⩾ 0.

反之, 不妨设 f ′(x) ⩾ 0, ∀ x ∈ (a, b).任取 x1 < x2 ∈ [a, b], 由 Lagrange 中值定理,
存在 ξ ∈ (x1, x2), 使得

f (x2)− f (x1) = f ′(ξ)(x2 − x1) ⩾ 0,

因此 f 是单调递增的.

4



命命命题题题

设 f 在 [a, b] 上连续, 在 (a, b) 内可微, 则 f 为单调函数当且仅当 f ′ 不变号.

Proof.

不妨设 f 是单调递增函数,则 f (x)−f (x0)
x−x0

在 x → x0 时始终非负.

因此当 x0 ∈ (a, b)

时,

f ′(x0) = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
⩾ 0.

反之, 不妨设 f ′(x) ⩾ 0, ∀ x ∈ (a, b).任取 x1 < x2 ∈ [a, b], 由 Lagrange 中值定理,
存在 ξ ∈ (x1, x2), 使得

f (x2)− f (x1) = f ′(ξ)(x2 − x1) ⩾ 0,

因此 f 是单调递增的.

4



命命命题题题

设 f 在 [a, b] 上连续, 在 (a, b) 内可微, 则 f 为单调函数当且仅当 f ′ 不变号.

Proof.

不妨设 f 是单调递增函数,则 f (x)−f (x0)
x−x0

在 x → x0 时始终非负.因此当 x0 ∈ (a, b)

时,

f ′(x0) = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
⩾ 0.

反之, 不妨设 f ′(x) ⩾ 0, ∀ x ∈ (a, b).任取 x1 < x2 ∈ [a, b], 由 Lagrange 中值定理,
存在 ξ ∈ (x1, x2), 使得

f (x2)− f (x1) = f ′(ξ)(x2 − x1) ⩾ 0,

因此 f 是单调递增的.

4



命命命题题题

设 f 在 [a, b] 上连续, 在 (a, b) 内可微, 则 f 为单调函数当且仅当 f ′ 不变号.

Proof.

不妨设 f 是单调递增函数,则 f (x)−f (x0)
x−x0

在 x → x0 时始终非负.因此当 x0 ∈ (a, b)

时,

f ′(x0) = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
⩾ 0.

反之, 不妨设 f ′(x) ⩾ 0, ∀ x ∈ (a, b).

任取 x1 < x2 ∈ [a, b], 由 Lagrange 中值定理,
存在 ξ ∈ (x1, x2), 使得

f (x2)− f (x1) = f ′(ξ)(x2 − x1) ⩾ 0,

因此 f 是单调递增的.

4



命命命题题题

设 f 在 [a, b] 上连续, 在 (a, b) 内可微, 则 f 为单调函数当且仅当 f ′ 不变号.

Proof.

不妨设 f 是单调递增函数,则 f (x)−f (x0)
x−x0

在 x → x0 时始终非负.因此当 x0 ∈ (a, b)

时,

f ′(x0) = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
⩾ 0.

反之, 不妨设 f ′(x) ⩾ 0, ∀ x ∈ (a, b).任取 x1 < x2 ∈ [a, b], 由 Lagrange 中值定理,
存在 ξ ∈ (x1, x2), 使得

f (x2)− f (x1) = f ′(ξ)(x2 − x1) ⩾ 0,

因此 f 是单调递增的.

4



注注注

若恒有 f ′ > 0, 则 f 严格单调递增;

若恒有 f ′ < 0, 则 f 严格单调递减.

但反之不然, 例如 f (x) = x3 严格单调递增, 但 f ′(0) = 0.

5



注注注

若恒有 f ′ > 0, 则 f 严格单调递增;若恒有 f ′ < 0, 则 f 严格单调递减.

但反之不然, 例如 f (x) = x3 严格单调递增, 但 f ′(0) = 0.

5



注注注

若恒有 f ′ > 0, 则 f 严格单调递增;若恒有 f ′ < 0, 则 f 严格单调递减.

但反之不然, 例如 f (x) = x3 严格单调递增, 但 f ′(0) = 0.

5



反反反函函函数数数定定定理理理



首先回顾一下 Calculus_chap1-8.pdf 中讲到的关于单调函数的一个命题.

命命命题题题

设 f (x) 是定义在区间 I 上的连续函数, 则 f 可逆当且仅当 f 是严格单调函数.

(见[Mei] 书P.88, 推论 3.4.7.)
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定定定理理理

设 f 为区间 I 上的可微函数, 如果 f 的导数处处非零, 则 f : I → f (I ) 是可逆的,
且其逆函数也可微.

Proof.

任取 x1 < x2 ∈ I , 由 Lagrange 中值定理, 存在 ξ ∈ (x1, x2), 使得

f (x2)− f (x1) = f ′(ξ)(x2 − x1).

由于 f ′(ξ) ̸= 0, 故 f (x2) ̸= f (x1). 因此 f 是单射. 故 f : I → f (I ) 是可逆的.由于定
义在区间上的连续函数可逆当且仅当严格单调, 因此 f 是严格单调函数. 再由反函
数求导法则([Mei]命题4.1.6)知 f 的逆函数也可微.
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极极极值值值点点点的的的判判判定定定

命命命题题题

设 δ > 0, f 在 (x0 − δ, x0 + δ) 内连续, 在 (x0 − δ, x0) ∪ (x0, x0 + δ) 内可微. 如果

f ′(x0) ⩽ 0, x ∈ (x0 − δ, x0); f ′(x0) ⩾ 0, x ∈ (x0, x0 + δ),

则 x0 为 f 的极小值点;

如果

f ′(x0) ⩾ 0, x ∈ (x0 − δ, x0); f ′(x0) ⩽ 0, x ∈ (x0, x0 + δ),

则 x0 为 f 的极大值点.
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极极极值值值点点点的的的判判判定定定

命命命题题题

设 f 在内点 x0 处二阶可导, 且 f ′(x0) = 0, 则

• 如果 f ′′(x0) > 0, 则 x0 为 f 的（严格）极小值点;

• 如果 f ′′(x0) < 0, 则 x0 为 f 的（严格）极大值点.
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极极极值值值点点点的的的判判判定定定
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例例例

设 x > −1 且 x ̸= 0, 证明

x

1 + x
< ln(1 + x) < x .

Proof.

考虑函数 f (x) = ln(1 + x)− x , x > −1. 则 f (0) = 0, 且

f ′(x) =
1

1 + x
− 1 =

−x

1 + x
,

当 −1 < x < 0 时 f ′(x) > 0; 当 x > 0 时 f ′(x) < 0.因此 f (x) ⩽ f (0) = 0, ∀x > −1,
且等号仅在 x = 0 处成立.
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续续续

Proof.

类似地, 考虑 g(x) = ln(1 + x)− x
1+x , 则

g ′(x) =
1

1 + x
− 1

(1 + x)2
=

x

(1 + x)2
,

当 −1 < x < 0 时, g ′(x) < 0; 当 x > 0 时, g ′(x) > 0.因此 g(x) ⩾ g(0) = 0, 且等号
仅在 x = 0 处成立.
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例例例

证明: 当 x > 0 时,

e
x

1+x <
(
1 +

1
x

)x
< e.

Proof.

取对数后不等式等价于
x

1 + x
< x ln(1 +

1
x
) < 1.

这等价于
1
x

1 + 1
x

=
1

1 + x
< ln(1 +

1
x
) <

1
x
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例例例

设 b > a > 1, 证明 bab > aba.

Proof.

在欲证不等式两边取对数, 得

lnb + b ln a > ln a+ a ln b ⇔ lna

a− 1
>

ln b

b − 1
.

考虑函数 f (x) = ln x
x−1 (x > 1).求导

f ′(x) =
1
x (x − 1)− ln x

(x − 1)2
=

(x − 1)− x ln x

x(x − 1)2
.

由于
x − 1

1 + (x − 1)
< ln(1 + (x − 1)), ∀x > 1,

故 f ′(x) < 0, ∀x > 1.即 f 在 (1,+∞) 上严格单调递减. 证毕.
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习习习题题题

习习习题题题

证明下列不等式:

tan x > x +
x3

3
, ∀ x ∈ (0,

π

2
).
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