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凸凸凸函函函数数数的的的引引引入入入



设 f 为区间 I = [a, b] 上的二阶可导函数, 且 f ′′ > 0, 则 f 在区间内部取不到极大

值.

进一步的, 可以证明 f 的图像位于过 (a, f (a)), (b, f (b)) 的直线下方.
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凸凸凸函函函数数数



凸凸凸函函函数数数的的的定定定义义义

定定定义义义

设 f 为区间 I 上定义的函数. 如果对任意 a < b ∈ I , 均有

f (x) ⩽ l(x), ∀ x ∈ (a, b),

其中 l(x) 是过点 (a, f (a)), (b, f (b)) 的直线方程,

l(x) =
f (b)− f (a)

b − a
(x − a) + f (a),

则称 f 为 I 上的凸凸凸函函函数数数.
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导导导出出出凸凸凸函函函数数数的的的等等等价价价定定定义义义



上面直线方程 l(x) 也可写为

l(x) = f (b)− f (b)− f (a)

b − a
(b − x).

从而 f (x) ⩽ l(x) 可改写为

f (x)− f (a)

x − a
⩽

f (b)− f (a)

b − a
⩽

f (b)− f (x)

b − x
, ∀ x ∈ (a, b).

上式等价于
f (x)− f (a)

x − a
⩽

f (b)− f (x)

b − x
, ∀ x ∈ (a, b).

几何意义就是, 若记 A = (a, f (a)), B = (b, f (b)), P = (x , f (x)), 则 f (x) 是凸函数当

且仅当对 A,B 之间曲线上任意点 P, 直线 PA 的斜率小于等于 PB 的斜率.
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当 x ∈ [a, b] 时, x 可以写为

x = ta+ (1 − t)b, t =
b − x

b − a
∈ [0, 1].

于是 x − a = ta+ (1 − t)b − a = (1 − t)(b − a)此时 l(x) 可以写为

l(x) =
f (b)− f (a)

b − a
(x − a) + f (a) =

f (b)− f (a)

b − a
(1 − t)(b − a) + f (a)

= (f (b)− f (a))(1 − t) + f (a) = tf (a) + (1 − t)f (b).

从而 f (x) ⩽ l(x), ∀x ∈ (a, b) 可以改写为

f (ta+ (1 − t)b) ⩽ tf (a) + (1 − t)f (b), ∀t ∈ (0, 1).
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凸凸凸函函函数数数与与与 Young 不不不等等等式式式



Young 不不不等等等式式式

命命命题题题

设 a, b > 0, p > 1, q = p
p−1 , 则有

ab ⩽
ap

p
+

bq

q
.

注注注

由条件, p 和 q 满足 1
p + 1

q = 1.

下面我们利用 ex 是凸函数来证明 Young 不等式.
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Proof.

考虑指数函数 f (x) = ex ,

由 f ′′(x) = ex > 0, 可知 f 为(严格)凸函数.于是, 当
a, b > 0, p, q 满足条件 p, q > 1 且 1

p + 1
q = 1 时, 有

ab = e ln(ab) = e ln a+ln b = e
1
p
ln ap+ 1

q
ln bq

⩽
1
p
e ln a

p
+

1
q
e ln b

q
=

ap

p
+

bq

q
.

更一般地, 有 Jensen 不等式.
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Jensen 不不不等等等式式式

定定定理理理

设 f 是定义在区间 I 上的函数, 则 f 为凸函数当且仅当对任意的 xi ∈ I , λi ⩾ 0

(i = 1, 2, . . . , n),
n∑

i=1
λi = 1, 有

f
( n∑
i=1

λixi

)
⩽

n∑
i=1

λi f (xi ).

9



续续续

Proof.

只需证明必要性.

对 n 用数学归纳法.n = 1 是显然的.n = 2 前面已经讨论过.假设不
等式对 n = k 成立, 则当 n = k + 1 时, 不妨假设 0 < λk+1 < 1, 此时

k∑
i=1

λi

1 − λk+1
= 1.
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续续续

Proof.

由归纳假设, 有

f
(k+1∑
i=1

λixi

)
= f

(
(1 − λk+1)

k∑
i=1

λi

1 − λk+1
xi + λk+1xk+1

)
⩽ (1 − λk+1)f

( k∑
i=1

λi

1 − λk+1
xi

)
+ λk+1f (xk+1)

⩽ (1 − λk+1)
k∑

i=1

λi

1 − λk+1
f (xi ) + λk+1f (xk+1)

=
k+1∑
i=1

λi f (xi ).

这说明不等式对 n = k + 1 也成立, 从而定理得证.
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凸凸凸函函函数数数的的的性性性质质质



命命命题题题 (连连连续续续性性性质质质)

设 f 为区间 I 上的凸函数, 如果 [a, b] 为 I 中不含 I 的端点的闭区间, 则 f 为

[a, b] 上的 Lipschitz 函数. 特别地, 凸函数在区间内部总是连续的.

Proof.

由条件, 可取 a′, b′ ∈ I , 使得 a′ < a, b < b′.任取 x < y ∈ [a, b], 因为 f 为凸函数,
故有下列不等式

f (a′)− f (a)

a′ − a
⩽

f (a′)− f (x)

a′ − x
⩽

f (y)− f (x)

y − x
⩽

f (b′)− f (y)

b′ − y
⩽

f (b′)− f (b)

b′ − b
.

(注意这些不等式成立的前提是 a, b 不是区间 I 的端点.)令

M = max
{∣∣∣ f (a′)− f (a)

a′ − a

∣∣∣, ∣∣∣ f (b′)− f (b)

b′ − b

∣∣∣}
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续续续

Proof.

则不等式意味着

|f (x)− f (y)| ⩽ M|x − y |, ∀ x , y ∈ [a, b].

这说明 f 在 [a, b] 上为 Lipschitz 函数.
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连连连续续续函函函数数数的的的凸凸凸性性性判判判定定定

命命命题题题

设 f 为区间 I 上的连续函数, 则 f 为凸函数当且仅当对任意 x1 < x2 ∈ I , 有

f
(x1 + x2

2

)
⩽

1
2
[f (x1) + f (x2)]. （平均值不等式）

Proof.

只要证明充分性即可.设 a < b ∈ I , ℓ(x) 是过 (a, f (a)) 和 (b, f (b)) 的线性函数.显
然 g(x) := f (x)− ℓ(x) 仍然满足平均值不等式.

因为 g 是 [a, b] 上的连续函数, 故在某点 x0 ∈ [a, b] 处取到最大值 M.要证 f 为凸

函数, 即证 g(x) ⩽ 0.若能说明 M = 0 即可.
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续续续

Proof.

如果 x0 ∈ (a, b),

不妨设 x0 ⩽ a+b
2 .考虑 a 关于 x0 的对称点 x1 = 2x0 − a,则

x1 ∈ [a, b], 且

M = g(x0) = g
(a+ x1

2

)
⩽

1
2
[g(a) + g(x1)] ⩽ M,

这说明 M = g(a) = 0.

注注注

从上面的证明过程可以看出, 如果函数满足平均值不等式且在 x0 处达到最大值, 则
在关于 x0 对称的任意一点处也达到最大值.（上面 g(x0) = M 推出

g(a) = g(x1) = M.）特别地, 有下面的推论.
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推推推论论论

设 f 为区间 I 上的凸函数, 如果 f 在 I 的内部达到最大值, 则 f 是常值函数.

Proof.

设 f 在 x0 处达到最大值.任取 a, b ∈ I , a < x0 < b.则 x0 = ta+ (1 − t)b,
t ∈ (0, 1).此时

max f = f (x0) ⩽ tf (a) + (1 − t)f (b) ⩽ t max f + (1 − t)max f = max f ,

这说明 f (a) = f (b) = max f ,因此 f 恒等于 f (x0).
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例例例

证明函数 f (x) = − ln x (x > 0) 是凸函数.

Proof.

函数 f (x) = − ln x 在 (0,+∞) 上连续, 故可用平均值不等式验证其凸性.任取
x , y > 0, 要证 f ( x+y

2 ) ⩽ 1
2 [f (x) + f (y)].这等价于

− ln
(x + y

2

)
⩽

1
2
[− ln x − ln y ]

⇔ ln
(x + y

2

)
⩾ ln

√
xy

⇔ x + y

2
⩾

√
xy .

而这是显然成立的, 故 f (x) = − ln x 是 (0,+∞) 上的凸函数.
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命命命题题题 (导导导数数数性性性质质质)

设 f 为区间 I 上的凸函数, x 为 I 的内点, 则 f 在 x 处的左导数和右导数均存在,
且 f ′−(x) ⩽ f ′+(x).

Proof.

任取 x1, x2 ∈ I , 使得 x1 < x < x2.因为 f 为凸函数, 我们有不等式

f (x)− f (x1)

x − x1
⩽

f (x2)− f (x)

x2 − x
,

f 为凸函数也意味着 f (x)−f (x1)
x−x1

是关于 x1 的单调递增函数, 上式则表明这个单调递
增函数有上界, 从而极限

lim
x1→x−

f (x)− f (x1)

x − x1
= f ′−(x)

存在,且

f ′−(x) ⩽
f (x2)− f (x)

x2 − x
.

18
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续续续

Proof.

同理, 当 x2 → x+ 时, f (x2)−f (x)
x2−x 单调递减且有下界, 从而极限存在且满足

f ′−(x) ⩽ lim
x2→x+

f (x2)− f (x)

x2 − x
= f ′+(x),

这就证明了命题.

注注注

(1) 凸函数不一定可微.例如 f (x) = |x | 是凸函数, 但它在 x = 0 处不可微.

(2) 凸函数的不可微点只有至多可数个.（凸函数 f 的导函数 f ′ 在其定义域内是单

调递增函数, 因此其间断点至多为可数多个.）

19



续续续

Proof.

同理, 当 x2 → x+ 时, f (x2)−f (x)
x2−x 单调递减且有下界, 从而极限存在且满足

f ′−(x) ⩽ lim
x2→x+

f (x2)− f (x)

x2 − x
= f ′+(x),

这就证明了命题.

注注注

(1) 凸函数不一定可微.例如 f (x) = |x | 是凸函数, 但它在 x = 0 处不可微.

(2) 凸函数的不可微点只有至多可数个.（凸函数 f 的导函数 f ′ 在其定义域内是单

调递增函数, 因此其间断点至多为可数多个.）

19



续续续

Proof.

同理, 当 x2 → x+ 时, f (x2)−f (x)
x2−x 单调递减且有下界, 从而极限存在且满足

f ′−(x) ⩽ lim
x2→x+

f (x2)− f (x)

x2 − x
= f ′+(x),

这就证明了命题.

注注注

(1) 凸函数不一定可微.

例如 f (x) = |x | 是凸函数, 但它在 x = 0 处不可微.

(2) 凸函数的不可微点只有至多可数个.（凸函数 f 的导函数 f ′ 在其定义域内是单

调递增函数, 因此其间断点至多为可数多个.）

19



续续续

Proof.

同理, 当 x2 → x+ 时, f (x2)−f (x)
x2−x 单调递减且有下界, 从而极限存在且满足

f ′−(x) ⩽ lim
x2→x+

f (x2)− f (x)

x2 − x
= f ′+(x),

这就证明了命题.

注注注

(1) 凸函数不一定可微.例如 f (x) = |x | 是凸函数, 但它在 x = 0 处不可微.

(2) 凸函数的不可微点只有至多可数个.（凸函数 f 的导函数 f ′ 在其定义域内是单

调递增函数, 因此其间断点至多为可数多个.）

19



续续续

Proof.

同理, 当 x2 → x+ 时, f (x2)−f (x)
x2−x 单调递减且有下界, 从而极限存在且满足

f ′−(x) ⩽ lim
x2→x+

f (x2)− f (x)

x2 − x
= f ′+(x),

这就证明了命题.

注注注

(1) 凸函数不一定可微.例如 f (x) = |x | 是凸函数, 但它在 x = 0 处不可微.

(2) 凸函数的不可微点只有至多可数个.

（凸函数 f 的导函数 f ′ 在其定义域内是单

调递增函数, 因此其间断点至多为可数多个.）

19



续续续

Proof.

同理, 当 x2 → x+ 时, f (x2)−f (x)
x2−x 单调递减且有下界, 从而极限存在且满足

f ′−(x) ⩽ lim
x2→x+

f (x2)− f (x)

x2 − x
= f ′+(x),

这就证明了命题.

注注注

(1) 凸函数不一定可微.例如 f (x) = |x | 是凸函数, 但它在 x = 0 处不可微.

(2) 凸函数的不可微点只有至多可数个.（凸函数 f 的导函数 f ′ 在其定义域内是单

调递增函数, 因此其间断点至多为可数多个.）

19



命命命题题题

设 f 是区间 I 上的可微函数, 则
(1) f 为凸函数当且仅当 f ′ 为单调递增函数;
(2) f 为凸函数当且仅当对任意 x0, x ∈ I , 有 f (x) ⩾ f ′(x0)(x − x0) + f (x0).

Proof.

(1) 设 f 为可微函数, x1 < x2.则当 x ∈ (x1, x2) 时,

f (x)− f (x1)

x − x1
⩽

f (x2)− f (x1)

x2 − x1
⩽

f (x2)− f (x)

x2 − x
,

分别在这个不等式的左边和右边令 x → x1 以及 x → x2, 得

f ′(x1) ⩽
f (x2)− f (x1)

x2 − x1
⩽ f ′(x2),

这说明 f ′ 是单调递增函数.
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续续续

Proof.

反之,

如果 f 可微, 任取 a < b ∈ I , 设 a < x < b,由微分中值定理, 存在 ξ1 ∈ (a, x),
ξ2 ∈ (x , b), 使得

f (x)− f (a) = f ′(ξ1)(x − a), f (b)− f (x) = f ′(ξ2)(b − x).

如果 f ′ 为单调递增函数, 则 f ′(ξ1) ⩽ f ′(ξ2),从而

f (x)− f (a)

x − a
= f ′(ξ1) ⩽ f ′(ξ2) =

f (b)− f (x)

b − x
.

由前面的讨论, 知 f 为凸函数.
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续续续

Proof.

(2) 设 f 为可微凸函数, x0 ∈ I .

如果 x > x0, 则由 (1) 的证明, 有

f ′(x0) ⩽
f (x)− f (x0)

x − x0
;

如果 x < x0, 仍由 (1) 的证明, 有

f (x0)− f (x)

x0 − x
⩽ f ′(x0);

总之, 对任何 x , x0 ∈ I , 有

f (x) ⩾ f ′(x0)(x − x0) + f (x0). (*)
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续续续

Proof.

反之, 如果不等式(∗)成立, 则任取 a < x < b, 有

f (x)− f (a)

x − a
⩽ f ′(x) ⩽

f (b)− f (x)

b − x
,

由前面的讨论知 f 为凸函数.
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命命命题题题

设 f 为区间 I 上的连续函数. 如果 f 的左导数 f ′− 存在且单调递增, 则 f 为凸函数.
对右导数有类似结论.

Proof.

我们来证明 f 满足 Jensen 不等式.首先, 设 x0 ∈ I , 记

L(x) = f ′−(x0)(x − x0) + f (x0), g(x) = f (x)− L(x).

于是 g ′
−(x) = f ′−(x)− f ′−(x0).由 f ′− 单调递增可知, 当 x ⩽ x0 时, g ′

−(x) ⩽ 0;当
x ⩾ x0 时, g ′

−(x) ⩾ 0.尽管是左导数, 也可以说明 g 函数在 x0 的左边单调递减, 在
x0 的右边单调递增.(需要用到[梅]《数学分析》第四章命题4.3.1的证明方法及其注
记.)这说明 g 的最小值为 g(x0) = 0, 即

f (x) ⩾ L(x) = f ′−(x0)(x − x0) + f (x0), x ∈ I . (**)

24



命命命题题题

设 f 为区间 I 上的连续函数. 如果 f 的左导数 f ′− 存在且单调递增, 则 f 为凸函数.
对右导数有类似结论.

Proof.

我们来证明 f 满足 Jensen 不等式.

首先, 设 x0 ∈ I , 记

L(x) = f ′−(x0)(x − x0) + f (x0), g(x) = f (x)− L(x).

于是 g ′
−(x) = f ′−(x)− f ′−(x0).由 f ′− 单调递增可知, 当 x ⩽ x0 时, g ′

−(x) ⩽ 0;当
x ⩾ x0 时, g ′

−(x) ⩾ 0.尽管是左导数, 也可以说明 g 函数在 x0 的左边单调递减, 在
x0 的右边单调递增.(需要用到[梅]《数学分析》第四章命题4.3.1的证明方法及其注
记.)这说明 g 的最小值为 g(x0) = 0, 即

f (x) ⩾ L(x) = f ′−(x0)(x − x0) + f (x0), x ∈ I . (**)

24



命命命题题题

设 f 为区间 I 上的连续函数. 如果 f 的左导数 f ′− 存在且单调递增, 则 f 为凸函数.
对右导数有类似结论.

Proof.

我们来证明 f 满足 Jensen 不等式.首先, 设 x0 ∈ I , 记

L(x) = f ′−(x0)(x − x0) + f (x0), g(x) = f (x)− L(x).

于是 g ′
−(x) = f ′−(x)− f ′−(x0).由 f ′− 单调递增可知, 当 x ⩽ x0 时, g ′

−(x) ⩽ 0;当
x ⩾ x0 时, g ′

−(x) ⩾ 0.尽管是左导数, 也可以说明 g 函数在 x0 的左边单调递减, 在
x0 的右边单调递增.(需要用到[梅]《数学分析》第四章命题4.3.1的证明方法及其注
记.)这说明 g 的最小值为 g(x0) = 0, 即

f (x) ⩾ L(x) = f ′−(x0)(x − x0) + f (x0), x ∈ I . (**)

24



命命命题题题

设 f 为区间 I 上的连续函数. 如果 f 的左导数 f ′− 存在且单调递增, 则 f 为凸函数.
对右导数有类似结论.

Proof.

我们来证明 f 满足 Jensen 不等式.首先, 设 x0 ∈ I , 记

L(x) = f ′−(x0)(x − x0) + f (x0), g(x) = f (x)− L(x).

于是 g ′
−(x) = f ′−(x)− f ′−(x0).

由 f ′− 单调递增可知, 当 x ⩽ x0 时, g ′
−(x) ⩽ 0;当

x ⩾ x0 时, g ′
−(x) ⩾ 0.尽管是左导数, 也可以说明 g 函数在 x0 的左边单调递减, 在

x0 的右边单调递增.(需要用到[梅]《数学分析》第四章命题4.3.1的证明方法及其注
记.)这说明 g 的最小值为 g(x0) = 0, 即

f (x) ⩾ L(x) = f ′−(x0)(x − x0) + f (x0), x ∈ I . (**)

24



命命命题题题

设 f 为区间 I 上的连续函数. 如果 f 的左导数 f ′− 存在且单调递增, 则 f 为凸函数.
对右导数有类似结论.

Proof.

我们来证明 f 满足 Jensen 不等式.首先, 设 x0 ∈ I , 记

L(x) = f ′−(x0)(x − x0) + f (x0), g(x) = f (x)− L(x).

于是 g ′
−(x) = f ′−(x)− f ′−(x0).由 f ′− 单调递增可知, 当 x ⩽ x0 时, g ′

−(x) ⩽ 0;

当

x ⩾ x0 时, g ′
−(x) ⩾ 0.尽管是左导数, 也可以说明 g 函数在 x0 的左边单调递减, 在

x0 的右边单调递增.(需要用到[梅]《数学分析》第四章命题4.3.1的证明方法及其注
记.)这说明 g 的最小值为 g(x0) = 0, 即

f (x) ⩾ L(x) = f ′−(x0)(x − x0) + f (x0), x ∈ I . (**)

24



命命命题题题

设 f 为区间 I 上的连续函数. 如果 f 的左导数 f ′− 存在且单调递增, 则 f 为凸函数.
对右导数有类似结论.

Proof.

我们来证明 f 满足 Jensen 不等式.首先, 设 x0 ∈ I , 记

L(x) = f ′−(x0)(x − x0) + f (x0), g(x) = f (x)− L(x).

于是 g ′
−(x) = f ′−(x)− f ′−(x0).由 f ′− 单调递增可知, 当 x ⩽ x0 时, g ′

−(x) ⩽ 0;当
x ⩾ x0 时, g ′

−(x) ⩾ 0.

尽管是左导数, 也可以说明 g 函数在 x0 的左边单调递减, 在
x0 的右边单调递增.(需要用到[梅]《数学分析》第四章命题4.3.1的证明方法及其注
记.)这说明 g 的最小值为 g(x0) = 0, 即

f (x) ⩾ L(x) = f ′−(x0)(x − x0) + f (x0), x ∈ I . (**)

24



命命命题题题

设 f 为区间 I 上的连续函数. 如果 f 的左导数 f ′− 存在且单调递增, 则 f 为凸函数.
对右导数有类似结论.

Proof.

我们来证明 f 满足 Jensen 不等式.首先, 设 x0 ∈ I , 记

L(x) = f ′−(x0)(x − x0) + f (x0), g(x) = f (x)− L(x).

于是 g ′
−(x) = f ′−(x)− f ′−(x0).由 f ′− 单调递增可知, 当 x ⩽ x0 时, g ′

−(x) ⩽ 0;当
x ⩾ x0 时, g ′

−(x) ⩾ 0.尽管是左导数, 也可以说明 g 函数在 x0 的左边单调递减, 在
x0 的右边单调递增.(需要用到[梅]《数学分析》第四章命题4.3.1的证明方法及其注
记.)

这说明 g 的最小值为 g(x0) = 0, 即

f (x) ⩾ L(x) = f ′−(x0)(x − x0) + f (x0), x ∈ I . (**)

24



命命命题题题

设 f 为区间 I 上的连续函数. 如果 f 的左导数 f ′− 存在且单调递增, 则 f 为凸函数.
对右导数有类似结论.

Proof.

我们来证明 f 满足 Jensen 不等式.首先, 设 x0 ∈ I , 记

L(x) = f ′−(x0)(x − x0) + f (x0), g(x) = f (x)− L(x).

于是 g ′
−(x) = f ′−(x)− f ′−(x0).由 f ′− 单调递增可知, 当 x ⩽ x0 时, g ′

−(x) ⩽ 0;当
x ⩾ x0 时, g ′

−(x) ⩾ 0.尽管是左导数, 也可以说明 g 函数在 x0 的左边单调递减, 在
x0 的右边单调递增.(需要用到[梅]《数学分析》第四章命题4.3.1的证明方法及其注
记.)这说明 g 的最小值为 g(x0) = 0, 即

f (x) ⩾ L(x) = f ′−(x0)(x − x0) + f (x0), x ∈ I . (**)

24



Proof.

其次, 设 xi ∈ I , λi ⩾ 0,
n∑

i=1
λi = 1.

记 x0 =
n∑

i=1
λixi , 利用 (∗∗) 可得

n∑
i=1

λi f (xi ) ⩾ f ′−(x0)
n∑

i=1

λi (xi − x0) + f (x0)
n∑

i=1

λi

= f (x0) = f
( n∑
i=1

λixi
)
,

这说明 f 满足 Jensen 不等式.
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二二二阶阶阶可可可导导导函函函数数数的的的凸凸凸性性性



命命命题题题

如果 f 在 I 上二阶可导, 则 f 为凸函数当且仅当 f ′′ ⩾ 0.

Proof.

如果 f 二阶可导, 则 f 为凸函数当且仅当 f ′ 为单调递增函数,而可微函数 f ′ 是单

调递增函数当且仅当其导数 f ′′ 非负.
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习习习题题题

习习习题题题

利用函数 f (x) = − ln x 是凸函数这个事实证明算术–几何平均不等式.
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