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定定定积积积分分分的的的概概概念念念



定定定义义义 (区区区间间间的的的划划划分分分)

设 I = [a, b], 若点列 {xi}ni=0 满足

a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b,

则称该点列是区间 I 的一个划划划分分分.

为方便叙述, 记上面的划分为

π : a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b.

• 这里将 I = [a, b] 分成了 n 个小区间, 第 i 个小的闭区间为 [xi−1, xi ],
i = 1, 2, . . . , n. 其长度记为 ∆xi = xi − xi−1.

• 记 ∥π∥ = max1⩽i⩽n{∆xi}, 即 ∥π∥ 是这些小区间长度的最大值, 称为分割 π 的

模模模.
• 若 ∆xi 都相同, 则称此划分为 [a, b] 的 n 等分. 若记 ∆x = ∆xi , 则每个小区间
的长度为 ∆x = b−a

n .
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定定定义义义

设 f 是定义在区间 [a, b] 上的一个函数, 若存在常数 I ∈ R, 任给 ε > 0, 均存在
δ > 0, 对 I 的任意分割 π : a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b, 只要 ∥π∥ < δ,
就有 ∣∣∣∣ n∑

i=1

f (ξi )∆xi − I

∣∣∣∣ < ε, ∀ ξ ∈ [xi−1, xi ], i = 1, 2, . . . , n.

则称函数 f 在 [a, b] 上黎黎黎曼曼曼可可可积积积或可可可积积积.

称
n∑

i=1
f (ξi )∆xi 为函数 f 关于划分 π 及诸

点 {ξi}ni=1 的黎黎黎曼曼曼和和和或积积积分分分和和和.并记

I =

∫ b

a
f (x)dx = lim

∥π∥→0

n∑
i=1

f (ξi )∆xi .

称

∫ b

a
f (x)dx 为 f 在区间 I 上的黎黎黎曼曼曼积积积分分分或定定定积积积分分分, 也记为

∫
I
f (x)dx . 其中 f (x)

称为被被被积积积函函函数数数, [a, b] 称为积积积分分分区区区间间间, a, b 分别称为积积积分分分下下下限限限和积积积分分分上上上限限限.
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注注注

(1) 积分与变量 x 的选择无关, 即∫ b

a
f (x)dx =

∫ b

a
f (t)dt.

(2) 如果 f 在 [a, b] 上可积, 则积分
∫ b

a
f (x)dx 是惟一确定的.

(3) 连续函数总是可积的.

(4) （可积的必要条件）若 f 在 [a, b] 上可积, 则 f 在 [a, b] 上有界, 反之不然.

(5) 有界函数未必可积, 例如 Dirichlet 函数

D(x) =

1, x ∈ Q,

0, x ∈ R−Q.
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*可可可积积积的的的必必必要要要条条条件件件*

定定定理理理

若 f 在 [a, b] 上可积, 则 f 在 [a, b] 上有界, 反之不然.

Proof.

假设 f 在 [a, b] 上可积, 记 I 为其积分.取 ε = 1, 由定义, 存在 δ > 0, 对 [a, b] 的任

意分割

π : a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b,

当 ∥π∥ < δ 时, 任取 ξ ∈ [xi−1, xi ] (1 ⩽ i ⩽ n), 均有∣∣∣∣ n∑
i=1

f (ξi )∆xi − I

∣∣∣∣ < 1.

特别地, 取自然数 n > b−a
δ ,对区间 [a, b] 作 n 等分,
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Proof.

即

xi = a+
i

n
(b − a), i = 0, 1, 2, . . . , n.

此时 ∥π∥ = b−a
n < δ.我们有∣∣∣∣b − a

n

n∑
i=1

f (ξi )− I

∣∣∣∣ < 1, ∀ ξi ∈
[
a+

i − 1
n

(b − a), a+
i

n
(b − a)

]
,

从而 ∣∣∣ n∑
i=1

f (ξi )
∣∣∣ ⩽ n

b − a
(1 + |I |).

对于固定的 j ∈ {1, 2, . . . , n}, 当 i ̸= j 时, 我们取 ξi = a+ i
n (b − a), 令

M = max
0⩽i⩽n

{
f
(
a+

i

n
(b − a)

)}
.
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Proof.

由于 ∣∣∣f (ξj) +∑
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f (ξ)
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b − a
(1 + |I |),
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b − a
(1 + |I |), ∀ x ∈ [a, b],

这说明 f 有界.
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有有有界界界函函函数数数未未未必必必可可可积积积

考虑 Dirichlet 函数

D(x) =

1, x ∈ Q,

0, x ∈ R−Q.

任给 [0, 1]（或其他某个长度为 1 的闭区间）的一个分割, 当 ξi 取 [xi−1, xi ] 中的无

理数时, 积分和为 0;当 ξi 取 [xi−1, xi ] 中的有理数时, 积分和为 1.因此 D(x) 在 [0, 1]
上的积分和没有极限.
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连连连续续续函函函数数数的的的积积积分分分

设 f 为闭区间 [a, b] 上的连续函数, 考虑由 f 的图像、直线 x = a, x = b 以及

y = 0(x 轴) 在平面上所围成的曲边梯形.

前面定积分的几何意义实际上就是该曲边

梯形的面积.

(1) 设 f (x) ≡ c 为常值函数, 则无论对 [a, b] 作什么分割, 以及 ξi 如何选取, 积分和
总是取固定的值,

n∑
i=1

f (ξi )∆xi =
n∑

i=1

c∆xi = c(b − a),

因此, ∫ b

a
f (x)dx = c(b − a).

这实际上是矩形的面积公式.常值函数在任意闭区间 [a, b] 上可积.换句话说, 定义∫ b
a f (x)dx 为以 x = a, x = b, y = f (x) = c 以及 x-轴所围成图形的面积是合理的.
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线线线性性性函函函数数数的的的积积积分分分

(2) 设 f (x) = ℓ(x) 为 [a, b] 上的线性函数, 过点 (a, f (a)) 和 (b, f (b)).

方程为

ℓ(x) = f (a) +
f (b)− f (a)

b − a
(x − a).

于是

f (ξi ) = f (a) +
f (b)− f (a)

b − a
(ξi − a).

积分和为

n∑
i=1

f (ξi )∆xi =
n∑

i=1

[
f (a) +

f (b)− f (a)

b − a
(ξi − a)

]
∆xi

=
n∑

i=1

f (a)∆xi +
f (b)− f (a)

b − a

n∑
i=1

(ξi − a)∆xi
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续续续

为简洁, 记 k = f (b)−f (a)
b−a , 则上式变为

= f (a)(b − a) + k
n∑

i=1

ξi∆xi − ka(b − a)

可见, ℓ(x) 在 [a, b] 上可积当且仅当 y = x 在 [a, b] 上可积.

为证明 y = x 在 [a, b] 上可积, 从刚才矩形的面积提示我们, 要找的 I 为梯形的面积,
即

I =
1
2
(b − a)(a+ b).

对于此 I , 证明: 任给 ε > 0, 存在 δ > 0, 对 [a, b] 的任意分割 π, 只要 ∥π∥ < δ, 就有∣∣∣∣ n∑
i=1

ξi∆xi − I

∣∣∣∣ < ε, ∀ ξi ∈ [xi−1, xi ].

12
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续续续

下面估计
n∑

i=1

ξi∆xi .

注意到 xi−1 ⩽ ξi ⩽ xi , 故

n∑
i=1

xi−1∆xi ⩽
n∑

i=1

ξi∆xi ⩽
n∑

i=1

xi∆xi
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a1 + a2 + · · ·+ an

n
⩽

√
a2
1 + a2

2 + · · ·+ a2
n

n

现在 ∆x1 +∆x2 + · · ·+∆xn = b − a 为固定值, 则

(b − a)2

n
⩽ (∆x1)

2+(∆x2)
2+· · ·+(∆xn)

2 ⩽ ∥π∥(∆x1+∆x2+· · ·+∆xn) = ∥π∥(b−a)

当 ∥π∥ → 0 时, n → ∞, 推出
n∑

i=1
(∆xi )

2 → 0.这实际上已经推出 y = x 在 [a, b] 上可

积.
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因此, 当 ∥π∥ → 0 时, ∣∣∣∣∣
n∑

i=1

xi∆xi −
n∑

i=1

ξi∆xi

∣∣∣∣∣ → 0.

而 ∣∣∣∣∣
n∑

i=1

xi∆xi −
m∑
j=1

(
a+

i

m
(b − a)

)b − a

m

∣∣∣∣∣ → 0

后者是将 [a, b] 进行 m 等分后的积分和, 其极限显然为 I = 1
2(b − a)(a+ b).事实上,

设 t = min{∆xi}, 将 [a, b] 进行 m 等分, 使得 b−a
m ⩽ t. 使得 xi 落在加细后的小区间

中.加细后的分割记为 π′, 它包含原来的点列 xi 以及 m 等分点. 如果记

π′ : a = x ′0 < x ′1 < · · · < x ′p ⩽ b

则 ∣∣∣∣∣
n∑

i=1

xi∆xi −
p∑

j=1

x ′j∆x ′j

∣∣∣∣∣ < ε,
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续续续

且 ∣∣∣∣∣
p∑

j=1

x ′j∆x ′j −
m∑
j=1

(
a+

i

m
(b − a)

)b − a

m

∣∣∣∣∣ < ε,

于是上面可放缩为∣∣∣∣∣
n∑

i=1

xi∆xi −
p∑

j=1

x ′j∆x ′j

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

p∑
j=1

x ′j∆x ′j −
m∑
i=1

(
a+

i

m
(b − a)

)b − a

n

∣∣∣∣∣ < 2ε

因此, y = x 在 [a, b] 上可积, 一般的线性函数 ℓ(x) 在 [a, b] 上可积.故对线性函数
ℓ(x), 定义其在 [a, b] 上的积分为以 x = a, x = b, y = ℓ(x) 以及 x 轴所围图形(梯
形)的面积是合理的.
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*Darboux 和和和*

上面的思想可以引出达达达布布布(Darboux)和和和的概念, 并建立可积的充要条件.

定定定义义义

设 f (x) 是 [a, b] 上的有界函数.对于 [a, b] 的分割

π : a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b,

记

Mi = sup
x∈[xi−1,xi ]

f (x), mi = inf
x∈[xi−1,xi ]

f (x),

令

S =
n∑

i=1

Mi∆xi , s =
n∑

i=1

mi∆xi ,

我们称 S 为 f 关于 π 的Darboux 上上上和和和, 简称上上上和和和, 也记为 S(π) 或 S(π, f );而称 s

为 f 关于 π 的Darboux 下下下和和和, 简称下下下和和和, 也记为 s(π) 或 s(π, f ).

17
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n∑

i=1

mi∆xi ,

我们称 S 为 f 关于 π 的Darboux 上上上和和和, 简称上上上和和和, 也记为 S(π) 或 S(π, f );而称 s

为 f 关于 π 的Darboux 下下下和和和, 简称下下下和和和, 也记为 s(π) 或 s(π, f ). 17



振振振幅幅幅

显然, 任何 Riemann 和总是介于下和与上和之间.

称

ωi = Mi −mi = sup
x∈[xi−1,xi ]

f (x)− inf
x∈[xi−1,xi ]

f (x)

为 f 在 [xi−1, xi ] 上的振振振幅幅幅.

由定义, 上和与下和之差可以表示为

S − s =
n∑

i=1

ωi∆xi .

Riemann 对于积分的贡献之一就是证明了 f 可积当且仅当 S − s 的极限为零(当分割
的模趋于零时).

Darboux 进一步研究了任意有界函数的上和与下和的极限.

18



振振振幅幅幅

显然, 任何 Riemann 和总是介于下和与上和之间.称

ωi = Mi −mi = sup
x∈[xi−1,xi ]

f (x)− inf
x∈[xi−1,xi ]

f (x)

为 f 在 [xi−1, xi ] 上的振振振幅幅幅.

由定义, 上和与下和之差可以表示为

S − s =
n∑

i=1

ωi∆xi .

Riemann 对于积分的贡献之一就是证明了 f 可积当且仅当 S − s 的极限为零(当分割
的模趋于零时).

Darboux 进一步研究了任意有界函数的上和与下和的极限.

18



振振振幅幅幅

显然, 任何 Riemann 和总是介于下和与上和之间.称

ωi = Mi −mi = sup
x∈[xi−1,xi ]

f (x)− inf
x∈[xi−1,xi ]

f (x)

为 f 在 [xi−1, xi ] 上的振振振幅幅幅.

由定义, 上和与下和之差可以表示为

S − s =
n∑

i=1

ωi∆xi .

Riemann 对于积分的贡献之一就是证明了 f 可积当且仅当 S − s 的极限为零(当分割
的模趋于零时).

Darboux 进一步研究了任意有界函数的上和与下和的极限.

18



振振振幅幅幅

显然, 任何 Riemann 和总是介于下和与上和之间.称

ωi = Mi −mi = sup
x∈[xi−1,xi ]

f (x)− inf
x∈[xi−1,xi ]

f (x)

为 f 在 [xi−1, xi ] 上的振振振幅幅幅.

由定义, 上和与下和之差可以表示为

S − s =
n∑

i=1

ωi∆xi .

Riemann 对于积分的贡献之一就是证明了 f 可积当且仅当 S − s 的极限为零(当分割
的模趋于零时).

Darboux 进一步研究了任意有界函数的上和与下和的极限.

18



振振振幅幅幅

显然, 任何 Riemann 和总是介于下和与上和之间.称

ωi = Mi −mi = sup
x∈[xi−1,xi ]

f (x)− inf
x∈[xi−1,xi ]

f (x)

为 f 在 [xi−1, xi ] 上的振振振幅幅幅.

由定义, 上和与下和之差可以表示为

S − s =
n∑

i=1

ωi∆xi .

Riemann 对于积分的贡献之一就是证明了 f 可积当且仅当 S − s 的极限为零(当分割
的模趋于零时).

Darboux 进一步研究了任意有界函数的上和与下和的极限.

18



上上上和和和与与与下下下和和和关关关于于于分分分割割割的的的单单单调调调性性性

引引引理理理

设分割 π′ 是从 π 添加 k 个分点得到的, 则有

S(π) ⩾ S(π′) ⩾ S(π)− (M −m)k∥π∥,
s(π) ⩽ s(π′) ⩽ s(π) + (M −m)k∥π∥.

Proof.

为简单起见, 我们证明 k = 1 的情形. k > 1 的结论可以利用 k = 1 的结论推出.

此时, 设新添加的分点为 x̄ , 则 x̄ 必落在某个区间 (xj−1, xj) 内.由上和的定义,

S(π) =
n∑

i=1

Mi∆xi = Mj∆xj +
∑
i ̸=j

Mi∆xi ,
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续续续

Proof.

S(π′) = M ′
j (x̄ − xj−1) +M ′′

j (xj − x̄) +
∑
i ̸=j

Mi∆xi ,

这里 M ′
j 及 M ′′

j 分别是 f 在区间 [xj−1, x̄ ] 及 [x̄ , xj ] 上的上确界.因为 M ′
j ⩽ Mj ,

M ′′
j ⩽ Mj ,从而有

0 ⩽ S(π)− S(π′) = (Mj −M ′
j )(x̄ − xj−1) + (Mj −M ′′

j )(xj − x̄)

⩽ (M −m)(x̄ − xj−1) + (M −m)(xj − x̄)

= (M −m)∆xj ⩽ (M −m)∥π∥.

即 S(π) ⩾ S(π′) ⩾ S(π)− (M −m)∥π∥.下和的情形同理可证.

20
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续续续

Proof.

s(π) =
n∑

i=1

mi∆xi = mj∆xj +
∑
i ̸=j

mi∆xi ,

s(π′) = m′
j(x̄ − xj−1) +m′′

j (xj − x̄) +
∑
i ̸=j

mi∆xi ,

这里 m′
j 及 m′′

j 分别是 f 在区间 [xj−1, x̄ ] 及 [x̄ , xj ] 上的下确界.因为 m′
j ⩾ mj ,

m′′
j ⩾ mj ,从而有

0 ⩽ s(π′)− s(π) = (m′
j −mj)(x̄ − xj−1) + (m′′

j −mj)(xj − x̄)

⩽ (M −m)(x̄ − xj−1) + (M −m)(xj − x̄)

= (M −m)∆xj ⩽ (M −m)∥π∥.

即 s(π) ⩽ s(π′) ⩽ s(π) + (M −m)∥π∥.
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任任任意意意下下下和和和不不不超超超过过过任任任意意意上上上和和和

推推推论论论

对于任意两个分割 π1 及 π2, 有

s(π1) ⩽ S(π2).

Proof.

用 π1 ∪ π2 表示将 π1 和 π2 的所有分点合并后得到的分割(重复的分点只取一
次),则 π1 ∪ π2 既可以看成由 π1 添加分点而来,又可以看成从 π2 添加分点而来.由
前面的引理, 有

s(π1) ⩽ s(π1 ∪ π2) ⩽ S(π1 ∪ π2) ⩽ S(π2).

这也就是说任意下和总是不超过任意上和.

22
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Darboux 定定定理理理

定定定理理理

lim
∥π∥→0

S(π) = inf
π
S(π), lim

∥π∥→0
s(π) = sup

π
s(π).

Proof.

根据定义, 总有下面的估计:

m(b − a) ⩽ s(π) ⩽ S(π) ⩽ M(b − a),

因此, inf
π
S(π) 和 sup

π
s(π) 都存在.

任给 ε > 0, 由下确界的定义知, 存在分割 π′, 使得

S(π′) < inf
π
S(π) +

ε

2
.
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续续续

Proof.

设 π′ 由 k 个分点构成.

对于任意另一个分割 π,π ∪ π′ 至多比 π 多 k 个分点.由前面
的引理, 有

S(π)− (M −m)k∥π∥ ⩽ S(π ∪ π′) ⩽ S(π′) < inf
π
S(π) +

ε

2
.

于是, 当 ∥π∥ < δ = ε
2(M−m+1)k 时,

inf
π
S(π) ⩽ S(π) ⩽ (M −m)k

ε

2(M −m + 1)k
+ inf

π
S(π) +

ε

2
< inf

π
S(π) + ε.

这就证明了

lim
∥π∥→0

S(π) = inf
π
S(π).

下和的极限同理可证.
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Proof.

任给 ε > 0, 由上确界的定义知, 存在分割 π′, 使得

s(π′) > sup
π

s(π)− ε

2
.

设 π′ 同上, 由前面的引理, 有

s(π) + (M −m)k∥π∥ ⩾ s(π ∪ π′) ⩾ s(π′) > sup
π

s(π)− ε

2
.

于是, 当 ∥π∥ < δ = ε
2(M−m+1)k 时,

sup
π

s(π) ⩾ s(π) ⩾ sup
π

s(π)− ε

2
− (M −m)k

ε

2(M −m + 1)k
> sup

π
S(π)− ε.

这就证明了

lim
∥π∥→0

s(π) = sup
π

s(π).
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可可可积积积的的的充充充要要要条条条件件件

我们称 inf
π
S(π) 为 f 在 [a, b] 上的上上上积积积分分分,

sup
π

s(π) 为 f 在 [a, b] 上的下下下积积积分分分.

Riemann 和 Darboux 关于函数可积性的结果反映在下面的重要定理中.

定定定理理理 (可可可积积积的的的充充充要要要条条条件件件)

设 f 为 [a, b] 上的有界函数, 则以下命题等价:

• (1) f 在 [a, b] 上 Riemann 可积;

• (2) f 在 [a, b] 上的上积分和下积分相等;

• (3) lim
∥π∥→0

n∑
i=1

ωi∆xi = 0;

• (4) 任给 ε > 0, 存在 [a, b] 的某个分割 π, 使得

S(π)− s(π) =
n∑

i=1

ωi∆xi < ε.
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Proof.

(1) ⇒ (2):

设 f 在 [a, b] 上可积, 其积分为 I .于是任给 ε > 0, 存在 δ > 0, 当
∥π∥ < δ 时, 有

I − ε <
n∑

i=1

f (ξi )∆xi < I + ε, ∀ξi ∈ [xi−1, xi ].

特别地, 我们得到

I − ε ⩽
n∑

i=1

inf
x∈[xi−1,xi ]

f (x)∆xi = s(π)

⩽
n∑

i=1

sup
x∈[xi−1,xi ]

f (x)∆xi = S(π)

⩽ I + ε,

这说明 lim
∥π∥→0

s(π) = lim
∥π∥→0

S(π) = I .由 Darboux 定理即知 f 的上下积分相等.
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Proof.

(2) ⇒ (1):
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π
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Proof.

(2) ⇔ (3):

这可由 Darboux 定理及下式得到

lim
∥π∥→0

n∑
i=1

ωi∆xi = lim
∥π∥→0

(S(π)− s(π)) = inf
π
S(π)− sup

π
s(π).

(3) ⇒ (4):这是显然的.
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Proof.

(4) ⇒ (2):

如果存在分割 π, 使得 S(π)− s(π) < ε,则由

s(π) ⩽ sup
π′

s(π′) ⩽ inf
π′

S(π′) ⩽ S(π)

知

0 ⩽ inf
π′

S(π′)− sup
π′

s(π′) ⩽ S(π)− s(π) < ε.

由 ε 的任意性即知 f 的上和与下和相等.
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若若若 f 在在在 [a, b] 上上上可可可积积积, 则则则在在在 [a, b] 的的的子子子区区区间间间上上上也也也可可可积积积

推推推论论论

(1) 设 [α, β] ⊂ [a, b], 若 f 在 [a, b] 上可积, 则 f 在 [α, β] 上也可积;

(2) 设 c ∈ [a, b], 若 f 在 [a, c] 及 [c , b] 上都可积, 则 f 在 [a, b] 上可积.

Proof.

(1) ∀ε > 0, 由于 f 在 [a, b] 上可积, 故由可积的充要条件, 存在 δ > 0, 当 ∥π∥ < δ

时,
n∑

i=1
ωi∆xi < ε.

取 [α, β] 的一个分割 π′, 使得 ∥π′∥ < δ.显然, 可构造 [a, b] 的分割 π, 使得 π 是 π′

通过添加 [a, b]− [α, β] 上的分点得到, 且 ∥π∥ < δ, 则∑
π′

ωi∆xi ⩽
∑
π

ωi∆xi < ε.

由可积的充要条件知, f 在 [α, β] 上可积.
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Proof.

(2) f 在 [a, c] 上可积, 故任给 ε > 0, 存在 [a, c] 的一个分割 π1, 使得

S(π1)− s(π1) =
∑
π1

ωi∆xi < ε.

又 f 在 [c , b] 上可积, 对上面的 ε > 0, 存在 [c , b] 的一个分割 π2, 使得

S(π2)− s(π2) =
∑
π2

ωj∆xj < ε.

π1 ∪ π2 是 [a, b] 的一个分割.于是对于上面任给的 ε > 0, 存在 [a, b] 的一个分割

π = π1 ∪ π2, 使得
S(π)− s(π) =

∑
π1∪π2

ωi∆xi < 2ε.

这说明 f 在 [a, b] 上可积.
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应应应用用用可可可积积积充充充要要要条条条件件件证证证明明明一一一些些些简简简单单单的的的结结结

论论论



[a, b] 上上上两两两个个个可可可积积积函函函数数数的的的乘乘乘积积积也也也是是是可可可积积积函函函数数数

例例例

设 f , g 均为 [a, b] 上的可积函数, 则 fg 也是 [a, b] 上的可积函数.

分分分析析析.

要证 fg 在 [a, b] 上的可积, 等价于证明

lim
∥π∥→0

n∑
i=1

ωi (fg)∆xi = 0

ωi (fg) 是 fg 在分割 π 的第 i 个小区间上的振幅, 故

ωi (fg) = sup
x ,x ′∈[xi−1,xi ]

|(fg)(x)− (fg)(x ′)|.
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要证 fg 在 [a, b] 上的可积, 等价于证明

lim
∥π∥→0

n∑
i=1

ωi (fg)∆xi = 0

ωi (fg) 是 fg 在分割 π 的第 i 个小区间上的振幅, 故

ωi (fg) = sup
x ,x ′∈[xi−1,xi ]

|(fg)(x)− (fg)(x ′)|.
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Proof.

而

|f (x)g(x)− f (x ′)g(x ′)| = |f (x)g(x)− f (x)g(x ′) + f (x)g(x ′)− f (x ′)g(x ′)|

因此, 可以对其进行放缩并利用所给条件.具体证明如下.

Proof.

因为可积函数是有界的, 故存在 K > 0, 使得

|f (x)| ⩽ K , |g(x)| ⩽ K , ∀ x ∈ [a, b].

由可积的充要条件, 任给 ε > 0, 存在 δ > 0, 当 ∥π∥ < δ 时,

n∑
i=1

ωi (f )∆xi <
ε

2K + 1
,

n∑
i=1

ωi (g)∆xi <
ε

2K + 1
.

如果 [xi−1, xi ] 为 π 中的一个小区间, 则

34



Proof.

而

|f (x)g(x)− f (x ′)g(x ′)| = |f (x)g(x)− f (x)g(x ′) + f (x)g(x ′)− f (x ′)g(x ′)|

因此, 可以对其进行放缩并利用所给条件.

具体证明如下.

Proof.

因为可积函数是有界的, 故存在 K > 0, 使得

|f (x)| ⩽ K , |g(x)| ⩽ K , ∀ x ∈ [a, b].

由可积的充要条件, 任给 ε > 0, 存在 δ > 0, 当 ∥π∥ < δ 时,

n∑
i=1

ωi (f )∆xi <
ε

2K + 1
,

n∑
i=1

ωi (g)∆xi <
ε

2K + 1
.

如果 [xi−1, xi ] 为 π 中的一个小区间, 则

34



Proof.

而

|f (x)g(x)− f (x ′)g(x ′)| = |f (x)g(x)− f (x)g(x ′) + f (x)g(x ′)− f (x ′)g(x ′)|

因此, 可以对其进行放缩并利用所给条件.具体证明如下.

Proof.

因为可积函数是有界的, 故存在 K > 0, 使得

|f (x)| ⩽ K , |g(x)| ⩽ K , ∀ x ∈ [a, b].

由可积的充要条件, 任给 ε > 0, 存在 δ > 0, 当 ∥π∥ < δ 时,

n∑
i=1

ωi (f )∆xi <
ε

2K + 1
,

n∑
i=1

ωi (g)∆xi <
ε

2K + 1
.

如果 [xi−1, xi ] 为 π 中的一个小区间, 则

34



Proof.

而

|f (x)g(x)− f (x ′)g(x ′)| = |f (x)g(x)− f (x)g(x ′) + f (x)g(x ′)− f (x ′)g(x ′)|

因此, 可以对其进行放缩并利用所给条件.具体证明如下.

Proof.

因为可积函数是有界的, 故存在 K > 0, 使得

|f (x)| ⩽ K , |g(x)| ⩽ K , ∀ x ∈ [a, b].

由可积的充要条件, 任给 ε > 0, 存在 δ > 0, 当 ∥π∥ < δ 时,

n∑
i=1

ωi (f )∆xi <
ε

2K + 1
,

n∑
i=1

ωi (g)∆xi <
ε

2K + 1
.

如果 [xi−1, xi ] 为 π 中的一个小区间, 则

34



Proof.

而

|f (x)g(x)− f (x ′)g(x ′)| = |f (x)g(x)− f (x)g(x ′) + f (x)g(x ′)− f (x ′)g(x ′)|

因此, 可以对其进行放缩并利用所给条件.具体证明如下.

Proof.

因为可积函数是有界的, 故存在 K > 0, 使得

|f (x)| ⩽ K , |g(x)| ⩽ K , ∀ x ∈ [a, b].

由可积的充要条件, 任给 ε > 0, 存在 δ > 0, 当 ∥π∥ < δ 时,

n∑
i=1

ωi (f )∆xi <
ε

2K + 1
,

n∑
i=1

ωi (g)∆xi <
ε

2K + 1
.

如果 [xi−1, xi ] 为 π 中的一个小区间, 则

34



Proof.

而

|f (x)g(x)− f (x ′)g(x ′)| = |f (x)g(x)− f (x)g(x ′) + f (x)g(x ′)− f (x ′)g(x ′)|

因此, 可以对其进行放缩并利用所给条件.具体证明如下.

Proof.

因为可积函数是有界的, 故存在 K > 0, 使得

|f (x)| ⩽ K , |g(x)| ⩽ K , ∀ x ∈ [a, b].

由可积的充要条件, 任给 ε > 0, 存在 δ > 0, 当 ∥π∥ < δ 时,

n∑
i=1

ωi (f )∆xi <
ε

2K + 1
,

n∑
i=1

ωi (g)∆xi <
ε

2K + 1
.

如果 [xi−1, xi ] 为 π 中的一个小区间, 则 34



Proof.

ωi (fg) = sup
x ,x ′∈[xi−1,xi ]

|f (x)g(x)− f (x ′)g(x ′)|

= sup
x ,x ′∈[xi−1,xi ]

|f (x)g(x)− f (x)g(x ′) + f (x)g(x ′)− f (x ′)g(x ′)|

⩽ sup
x ,x ′∈[xi−1,xi ]

[
|f (x)||g(x)− g(x ′)|+ |g(x ′)||f (x)− f (x ′)|

]
⩽ K (ωi (g) + ωi (f )),

从而有 ∑
π

ωi (fg)∆xi ⩽ K
∑
π

(
ωi (f ) + ωi (g)

)
∆xi

= K
∑
π

ωi (f )∆xi + K
∑
π

ωi (g)∆xi

< K
ε

2K + 1
+ K

ε

2K + 1
< ε.
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Proof.

因此 fg 在 [a, b] 上可积.
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几几几类类类可可可积积积函函函数数数



可可可积积积函函函数数数类类类

定定定理理理

• (1) 若 f 在 [a, b] 上连续, 则 f 在 [a, b] 上可积.

• (2) 若有界函数 f 只在 [a, b] 上有限个点处不连续, 则 f 可积.

• (3) 若 f 为 [a, b] 上的单调函数, 则 f 可积.

Proof.

(1) 已经证明.

(2) 任给 ε > 0,设 x̄k (k = 1, 2, . . . ,N) 为 f 的间断点,取

0 < ρ <
ε

4(M −m + 1)N
,

使得 (x̄k − ρ, x̄k + ρ) (k = 1, 2, . . . ,N) 互不相交,去掉这些开区间后, [a, b] 剩下的部
分由有限个闭区间组成,且 f 在这些闭区间上连续.
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Proof.

根据闭区间上连续函数的一致连续性,

可以取这些闭区间的分割, 使得 f 在每个小

区间上的振幅均小于 ε
2(b−a) .这些闭区间的分割连同 [x̄k − ρ, x̄k + ρ] (1 ⩽ k ⩽ N) 组

成了 [a, b] 的分割, 记为 π.对于此分割, 有

S(π)− s(π) ⩽
ε

2(b − a)
(b − a) + (M −m)

N∑
i=1

2ρ

⩽
ε

2
+ (M −m)

2Nε

4(M −m + 1)N
< ε.

由可积的充要条件知 f 在 [a, b] 上可积.
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Proof.

(3) 设 f 为 [a, b] 上单调函数, 不妨设 f 单调递增.

任给 ε > 0, 任取 [a, b] 的分割 π,
使得

∥π∥ <
ε

f (b)− f (a) + 1
,

则

n∑
i=1

ωi∆xi =
n∑

i=1

(
f (xi )− f (xi−1)

)
∆xi

⩽
n∑

i=1

(
f (xi )− f (xi−1)

) ε

f (b)− f (a) + 1

=
(
f (xn)− f (x0)

) ε

f (b)− f (a) + 1

=
(
f (b)− f (a)

) ε

f (b)− f (a) + 1
< ε,

由可积的充要条件知 f 在 [a, b] 上可积.
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使得

∥π∥ <
ε

f (b)− f (a) + 1
,
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⩽
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) ε
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< ε,
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定定定义义义

设 f 为 [a, b] 上定义的函数, 如果存在 [a, b] 的分割

π : a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b,

使得 f 在每一个小区间 (xi−1, xi ) 内均为常数, 则称 f 为阶阶阶梯梯梯函函函数数数.

推推推论论论

阶梯函数均为可积函数.
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Backup slides

Sometimes, it is useful to add slides at the end of your presentation to refer to during
audience questions.

The best way to do this is to include the appendixnumberbeamer package in your
preamble and call \appendix before your backup slides.

The theme will automatically turn off slide numbering and progress bars for slides in the
appendix.
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